1. Par prikladii na avod

Tématem této knihy ma byt navrh a analyza algoritmt. Méli bychom tedy
nejdiive Tici, co to algoritmus je. Formalni definice je pfekvapivé obtizna. Nejspis se
shodneme na tom, Ze je to néjaky formalni postup, jak néco provést, a ze by mél
byt tak podrobny, aby byl srozumitelny i pocitaci. Jenze detaily uz viibec nejsou
tak zfejmé. Proto s pofddnym zavedenim pojmil jesté kapitolu pockame a zatim se
podivame na nékolik konkrétnich piikladu algoritmu.

1.1. Usek s nejvétsim souctem

Na&s prvni priklad se bude tykat posloupnosti. Mame zadanou néjakou posloup-
nost x1,...,x, celych ¢isel a chceme v ni nalézt dsek (tim myslime souvislou podpo-
sloupnost), jehoZ soucet je nejvétsi mozny. Takovému tiseku budeme Fikat nejbohat-
§i. Jako vystup nam postac¢i hodnota sou¢tu, nebude nutné ohlasit presnou polohu
useku.

Nejprve si rozmyslime trividlni pfipady: Kdyby se na vstupu nevyskytovalo
zadné zaporné ¢islo, ma evidentné maximalni soucet celd vstupni posloupnost. Pokud
by naopak byla vSechna x; zadporna, nejlepsi je odpovédét prazdnym tsekem, ktery
ma nulovy soucet; vSechny ostatni iseky maji soucet zaporny.

Obecny pfipad bude komplikovanéjsi: naptiklad v posloupnosti
1,-2,4,5,-1,-5,2,7

najdeme dva tiseky kladnych ¢isel se souétem 9 (totiz 4,5 a 2, 7), ale dokonce se hodi
spojit je pres zaporna ¢isla —1, —5 do jediného tseku se souc¢tem 12. Naopak hodnotu
—2 se pouzit nevyplaci, jelikoz pres ni je dosazitelna pouze pocatecni jednicka, takze
bychom si o 1 pohorsili.

Nejprimocarejsi mozny algoritmus by témétr doslovné kopiroval zadani: Vy-
zkousel by vSechny moznosti, kde mutze tsek zacinat a koncit, pro kazdou z nich by
spocital soucet prvka v useku a pak nasel z téchto souctt maximum.

Algoritmus MAXSOUCET1

Vstup: Posloupnost X = z1,..., 2, ulozena v poli

1. m+0 < zatim jsme potkali jen prdzdny usek
2. Proi=1,...,n opakujeme: < 1 je zacdtek useku
3. Pro j =1i,...,n opakujeme: a4 j je konec useku
4. s+ 0 4 soucet useku
5. Pro k =1,...,7 opakujeme:

6. sS4 s+ xp

7. m < max(m, s)

Vystup: Soucet m nejbohatsiho tseku v X
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Pojdme alespon zhruba odhadnout, jak rychly tento postup je. Prozkouméame
f4ddové n? dvojic (zacdtek,konec) a pro kazdou z nich stravime fadové n krokt
pocitanim souctu. To dohromady déva fadové n? krokt, coz uz pro n = 1000 budou
miliardy. Zkusme pfijit na rychlejsi zptsob.

Podivejme se, ¢im nas prvni algoritmus travi nejvice casu. Jisté poc¢itanim souc-
ti. Naptiklad s¢ita jak tsek x;, ..., xj, tak x4, ..., x;41, aniz by vyuzil toho, Ze druhy
soucet je prosté o x;y1 vyssi nez ten prvni. Nabizi se zvolit pevny zacitek tseku ¢
a pak zkouset vSechny mozné konce j od nejlevéjsiho k nejpravéjsimu. Kazdy dalsi
soucet pak dovedeme trividlné spocitat z predchoziho. Pro jedno ¢ tedy provedeme

fadové n krokt, celkové pak Ffadové n2.

Algoritmus MAXSOUCET2

Vstup: Posloupnost X = z1,...,z, ulozend v poli
1. m+0 4 zatim jsme potkali jen prdzdny usek
2. Proi=1,...,n opakujeme: < 1 je zacdtek useku
3. s+ 0 < soucet useku
4. Pro j =1i,...,n opakujeme: < j je konec useku
5. 54 s+
6. m <— max(m, s)

Vystup: Soucet m nejbohatsiho tseku v X

Myslenka priitbézného prepocitavani se ale da vyuzit i 1épe, totiz na celou talohu.
Uvazujme, jak se zméni vysledek, kdyz ke vstupu z1,...,x, pfidame jesté z,41.
Vsechny tseky pavodniho vstupu ztistanou zachovany a navic k nim pfibudou nové
tseky tvaru w;,...,z,41. Stacl tedy ovérit, zda soucet nékterého z novych tsekt
nepfekrocil dosavadni maximum, ¢ili porovnat maximum se sou¢tem nejbohatsiho
koncového tiseku nové posloupnosti.

Nejbohatsi koncovy tsek také neumime najit v konstantnim case, ale pojdme
tutéz myslenku pouzit jesté jednou. Jak se zméni koncové tseky po pfidani z,7
Vsem stavajicim koncovym tsektim stoupne soucet o x, a navic vznikne novy kon-
covy tsek obsahujici samotné x,,. Maximélni soucet je proto roven bud pfedchozimu
maximélnimu souctu plus z,,, nebo samotnému x,, — podle toho, co je vétsi.

Oznacime-li si tedy k& maximéalni soucet koncového tseku, pridanim nového
prvku se tato hodnota zméni na max(k + z,,x,) = x, + max(k,0). Jingmi slovy:
pocitame prubézné soucty, ale pokud soucet klesne pod nulu, tak ho vynulujeme.
Hledany maximalni soucet m je pak maximem ze vSech pribéznych souc¢tid. Timto
principem se fidi nas treti algoritmus:

Algoritmus MAXSOUCET3

Vstup: Posloupnost X = x1,...,x, ulozend v poli
1. m+0 <4 prazdny usek je tu vidy
2. k<0 <4 mazximdlni soucet koncového useku
3. Pro i od 1 do n opakujeme:
4. k < max(k,0) + ;
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5. m < max(m, k)
Vystup: Soucet m nejbohatsiho tseku v X

V kazdém prichodu cyklem potfebujeme na prepocitani proménnych k a m
pouze konstantné mnoho operaci. Celkem jich tedy algoritmus provede radové n,
tedy linearné s velikosti vstupu. Hodnoty ze vstupu navic potfebuje jen jednou,
takze je mize Cist postupné a vystaci si tudiz s konstantnim mnozstvim paméti.

Dodejme jesté, ze ivaha typu ,,jak se zméni vystup, kdyz na konec vstupu pii-
dame dalsi prvek?“ je pomérné ¢asta. Vyslouzila si proto zvlastni jméno, algoritmtim
tohoto druhu se tika inkrementdlni. Jesté se s nimi nékolikrat potkame.

Cviceni
1. Upravte algoritmus MAXSOUCET3, aby oznamil nejen maximéalni soucet, ale
také polohu prislusného tseku.

2.  Na vstupu je text slozeny z pismen cCeské abecedy a mezer. Vymyslete algorit-
mus, ktery najde nejdelsi tisek textu, v némz se zadné pismeno neopakuje.

3. Najdéte v Ceském textu nejkratsi tsek, ktery obsahuje vSechna pismena abecedy.
Mala a velkéd pismena nerozlisujte.

4* Usek posloupnosti je k-hladky (pro k > 0), pokud se kazdé dva jeho prvky
lis1 nejvyse o k. Popiste co nejefektivnéjsi algoritmus pro hledani nejdelsiho
k-hladkého useku.

5. Jak spocitat kombinacni ¢islo (2)7 Vypoctu pfimo podle definice brani potenci-
alné obrovské mezivysledky (aZ n!), které se nevejdou do celo¢iselné proménné.
Navrhnéte algoritmus, ktery si vystaci s ¢isly omezenymi n-nasobkem vysledku.

1.2. Binarni vyhledavani

Jak se hleda slovo ve slovniku? Jisté muzeme slovnikem listovat stranku po
strance a peclivé zkoumat slovo po slovu. Jsme-li dostatecné trpélivi, hledané slovo
nakonec najdeme, nebo slovnik skon¢i a mtzeme si byt jisti, Ze slovo neobsahoval.

Listovani slovnikem mtize byt dobra zabava na dlouhé zimni vedery (nebo spis
na celou polarni noc), ale obvykle hleddme jinak: otevieme slovnik nékde uprostied,
podivame se, jak blizko jsme k hledanému slovu, a na zédkladé toho nadale aplikujeme
stejny postup budto v levé, anebo pravé ¢asti rozevieného slovniku.

Nyni se tento postup pokusime popsat precizné. Ziskame tak algoritmus, kte-
rému se tikd bindrni vyhleddvdni nebo také hleddni pulenim intervalu. Na vstupu
dostaneme néjakou usporadanou posloupnost r; < 3 < ... < x, a hledany pr-
vek y.

Postupujeme takto: pamatujeme si interval zy, ..., x,, ve kterém se prvek mize
nachéazet. Na pocatku je £/ = 1 a r = n. V kazdém kroku vybereme prvek lezici
uprostfed (nebo pfiblizné uprostied, pokud je prvka sudy pocet). Ten bude slouzit
jako meznik oddélujici levou polovinu od pravé. Pokud se meznik rovna hledanému ,
mizeme hned Uspésné skoncit. Pokud je mensi nez y, znamend to, ze y se muize
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nachazet jen napravo od néj — vSechny prvky nalevo jsou mensi nez meznik, tim
padem i mens$i nez y. A pokud je naopak meznik vétSi nez y, vime, Ze y se muZe
nachézet pouze v levé poloviné.

Postupné tedy interval [¢, ] zmen$ujeme na polovinu, ¢tvrtinu, atd., az se do-
staneme do stavu, kdy prohledavany tsek pole mé velikost jednoho prvku, nebo je
dokonce prazdny. Pak uz se snadno presvédcime, zda jsme hledany prvek nasli.

V pseudokédu nés algoritmus vypada nasledovné.

Algoritmus BINSEARCH (hledani pilenim intervalu)
Vstup: Usporadana posloupnost z; < ... < x,,, hledany prvek y

1. <1, 7r<n 4 Ty, ..., T, tvori prohleddvany tsek pole
2. Dokud je ¢ < r:

3. s« |[(L+71)/2] Q@ stred prohleddvaného useku
4. Pokud je y = z5: vratime s a skonc¢ime.

5. Pokud je y > z,:

6. l+—s+1 4 presouvdme se napravo
7. Jinak:

8. r<—s—1 4 presouvdme se nalevo
9. Vratime 0. < nenasli jsme

Vystup: Index hledaného prvku, pripadné 0, pokud prvek v poli neni

Pokusme se poctivé dokazat, ze algoritmus funguje. Pfedevsim nahlédneme, Ze
vypocet se vzdy zastavi: v kazdém prichodu cyklem zmensime prohledavany tsek
alespon o 1. Korektnost pak plyne z toho, ze kdykoliv oblast zmensime, odstranime
z ni jen prvky, které jsou zarudené rtizné od y. Jakmile tedy algoritmus skonéi, budto
jsme y nasli, nebo jsme naopak vyloucili v§echny moznosti, kde by mohlo byt.

Nyni ukazeme, ze binarni vyhledéavani je mnohem rychlejsi nez probrani vsech
prvk.

Véta: Pri hledani v posloupnosti délky n provede algoritmus BINSEARCH nejvyse
logy n prichodi cyklem.

Drikaz: Sta¢i nahlédnout, ze v kazdém prichodu cyklem se velikost prohleddvaného
tseku zmensi alespont dvakrat. Proto po k priichodech tisek obsahuje nejvyse n /2%
prvkd, takze pro k > log, n je tsek nutné prazdny. O

Na zavér dodejme, ze prvky nasi posloupnosti viibec nemusi byt ¢isla: staci, aby
to byly libovolné objekty, které jsme schopni mezi sebou porovnavat. Tteba slova
ve slovniku. V oddilu ?? navic dokéZeme, Ze logaritmicky pocet porovnani je nejlepsi
mozny.

Dvojice se zadanym souc¢tem

Podivejme se jesté na jeden pribuzny problém. Opét dostaneme na vstupu
néjakou usporadanou posloupnost 1 < zo < ... < x, a Cislo s. Tentokrat ovsem
nehleddme jeden prvek, nybrz dva (ne nutné razné), jejichz soucet je s.

4 2017-05-18



Reseni ,hrubou silou“ by zkouselo secist vsechny dvojice x; + x;, ale téch je
fadové n?. Pokud oviem zvolime néjaké z;, vime, Ze x; musi byt rovno s — x;.
Mizeme tedy vyzkouset vSechna z; a pokazdé pilenim intervalu hledat s —x;. Kazdé
vyhledavani spotfebuje fadove log, n krokt, celkové jich tedy bude fadove n -log, n.

To je mnohem lepsi, ale jesté ne optimélni. Pfedstavme si, ze k z; hledame
s — x1. Tentokrat ale nebudeme hledat binarné, nybrz pékné prvek po prvku od
konce pole. Dokud jsou prvky vétsi, pfeskakujeme je. Jakmile narazime na prvek
mensi, vime, Ze uz se mizeme zastavit, protoze dal uz budou jen samé mensi.

Pozici, kde jsme skondéili, si zapamatujeme. Mame tedy néjaké j takové, zZe
z; < s — 21 < xj41. (Pokud protestujete, Ze x;41 muze lezet mimo posloupnost,
predstavte si za koncem posloupnosti jesté +0o.)

Nyni pfejdeme na x5 a hleddme s—x5. Jelikoz o > x1, musi byt s—xo < s—x7.
Vsechna ¢isla, kterd byla vétsi nez s —x1 jsou tedy také vétsi nez s — xo, takze v nich
nema smysl hledat znovu. Proto muzeme pokracovat od zapamatované pozice t dale
doleva. Pak si zase zapamatujeme, kde jsme skon¢ili, coz se bude hodit pro =3, a tak
dale.

Existuje hezéi zpfisob, jak formulovat totéz. Rika se mu metoda dvou jezdcii.
Mame dva indexy: levy a pravy. Levy index i popisuje, které x; zrovna zkousime jako
prvni ¢len dvojice: za¢ind na pozici 1 a pohybuje se doprava. Pravy index j ukazuje
na misto, kde jsme se zastavili pti hledani s — x;: za¢ind na pozici n a postupuje
doleva.

Kdykoliv je z; > s—ux;, posuneme j doleva (pokrac¢ujeme v hledani s —z;). Je-li
naopak x; < s — x;, posuneme 7 doprava (s — x; se v posloupnosti ur¢ité nenachdzi,
zkousime dal$i x;). Takto pokrac¢ujeme, dokud budto neobjevime hledanou dvojici,
nebo se jezdci nesetkaji — tehdy dvojice zarucené neexistuje.

Algoritmus DVOJICESESOUCTEM
Vstup: Uspotfadana posloupnost z; < ... < x,,, hledany soucet s
Vystup: Indexy 4 a j, pro néz je x; + x; = s, nebo netspéch

1. 11, 5n

2. Dokud 7 < j:

3. Je-lliz; +z;=s:

4. Vratime jako vysledek dvojici (i, 7).

5. Jinak je-li z; +x; < s: < totéz jako x; < s — x;
6. t+1+1

7. Jinak:

8. j—j—-1

9. Ohlasime neuspéch.
Snadno nahlédneme, ze cyklus probéhne nejvyse 2n-krat. Pokazdé se totiz po-
hne jeden z jezdct, ale kazdy z nich mize urazit nejvyse n krokt, nez vyjede ven.

Prekonali jsme tedy rychlost opakovaného binarniho vyhledévani. Povedlo se
nam to diky tomu, ze mezi hledanymi prvky existoval néjaky vztah: konkrétné kazdy
prvek byl mensi nebo roven pfedchozimu.
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Cvicéeni

1.

3xX

9x

10.

11.

12*
13*

Rozmyslete, jak se bude chovat algoritmus bindrniho vyhledavani, pokud se
bude hledany prvek v posloupnosti nachézet vicekrat. Algoritmus upravte, aby
vzdy vracel prvni vyskyt hledaného prvku (ne jen libovolny).

Upravte binarni vyhledavéani, aby v pfipadé, kdy hledany prvek v posloupnosti
neni, nahlasilo nejblizsi vétsi prvek.

Nekonecnd verze: Popiste algoritmus, ktery v nekonecné posloupnosti x; <
9 < ... najde pozici i takovou, ze z; < y < w;41. Pocet krokt hledani by
nemeél presahnout fadoveé log, 4.

Lokdlni minimum: Je dana posloupnost —oco = xg,Z1,...,ZTp, Tpr1 = +00.
O prvku x; fekneme, Ze je lokdlnim minimem, pokud x;_1 > z; < x;41. Navrh-
néte co nejrychlejsi algoritmus, ktery néjaké lokalni minimum najde.

Soucet useku: Je ddna posloupnost 1, ..., x, kladnych ¢isel a ¢islo s. Hledame
i a j takova, ze z; + ... 4+ x; = s. Navrhnéte co nejefektivnéjsi algoritmus.

Jak se zméni tloha z pfedchoziho cviceni, pokud povolime i zaporna ¢isla?

Implicitni vstup: Posloupnost, v niz binarné hledame, nemusi byt nutné cela
ulozend v paméti. Staci, kdyz se tak dokdzeme dostatecné presvédéivé tvarit:
kdykoliv se algoritmus zepta na hodnotu néjakého prvku, rychle ho vyrobime.
Zkuste timto zptusobem spocitat celociselnou odmocninu z ¢isla z. To je nejvét-
i y takové, ze y2 < x.

Pruni dira: Dostali jsme rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel. Chceme najit
nejmensi prirozené ¢islo, které v ni chybi. Vymyslete, jak k tomu presveédcit
binarni vyhledavani.

Opét hledame nejmensi chybéjici ¢islo, ale tentokrat na vstupu dostaneme ne-
usporadanou posloupnost navzajem ruznych prirozenych c¢isel. Kromé této po-
sloupnosti mame k dispozici jenom konstantné mnoho pameéti.

Monotonni predikdty: Na predchozich nékolik cviceni se miizeme divat trochu
obecnéji. Méjme néjakou vlastnost ¢, kterou vSechna pfirozend ¢isla od 0 do
néjaké hranice k maji a zadnd vétsi nemaji. Popiste, jak binarnim vyhledavanim
zjistit, kde se nachazi tato hranice.

Rovnomeérnd data: Méjme pole délky n. Na kazdé pozici se mize vyskytovat li-
bovolné celé &islo z rozsahu 1 az k. Cisla vybirdme rovnomérné ndhodné (vSech-
ny hodnoty maji stejnou pravdépodobnost). Nasledné pole setfidime a budeme
v ném chtit vyhledavat. Zkuste upravit binarni vyhledavani, aby pro tyto vstupy
fungovalo v priméru rychleji.

Kolik porovnani provede takovy algoritmus v praméru?

Muze se stat, Zze vyse uvedeny algoritmus nedostane pékna data. Mazeme mu
néjak pomoci, aby nebyl ani v takovém pfipadé o mnoho horsi nez binarni
vyhledavani?
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1.3. Eukliduv algoritmus

Pro dalsi priklad se vypravime do starovéké Alexandrie. Tam Zil ve 3. stoleti
pfed nasim letopoctem filosof Euklides (EvkAeiéng) a stvofil jeden z nejstarsich
algoritmi. (1 Ten slouzi k vipoétu nejvétsiho spoleéného délitele a pouziva se dodnes.
Zmaceni: Nejvétsiho spolecného délitele celych kladnych éisel x a y budeme znadit
ged(z, y) podle anglického Greatest Common Divisor.

Nejprve si vSimneme nékolika zajimavych vlastnosti funkce ged.

Lemma G: Pro vSechna cela kladna ¢isla x a y plati:

1. ged(x, x) = x,

2. ged(z,y) = ged(y, ©),

3. ged(z,y) = ged(z — y, y) pro z > y.

Drikaz: Prvni dvé vlastnosti jsou zfejmé z definice. Treti dokazeme v silnéjsi podobé:
ukdZeme, Ze dvojice (z,y) a (x —y, y) sdileji mnoZinu vSech spolecénych délitelt, tedy
i nejvétsiho z nich.

Pokud néjaké d je spole¢nym délitelem ¢isel z a y, musi platit x = dx’ a y = dy’
pro vhodné o’ a y'. Nyni staci zapsat © —y jako da’ — dy’ = d(z —y) a hned je jasné,
ze d déliix —y.

Naopak pokud d déli jak x — y, tak y, musi existovat ¢isla t' a y’ takova, Ze
x—y =dt' ay = dy’. ZapiSeme tedy x jako (x—y)+y, coZ je rovno dt’+dy’ = d(t'+y’),
a to je délitelné d. |

Diky lemmatu miizeme gecd pocitat tak, ze opakované odecitame mensi ¢islo od

vétsiho. Jakmile se obé ¢isla vyrovnaji, jsou rovna nejvétsimu spolecnému déliteli.
Algoritmus nyni zapiSeme v pseudokddu.

Algoritmus ODCITACIEUKLIDES
Vstup: Cela kladna ¢isla z a y

1. a+z, b+ vy
2. Dokud a # b, opakujeme:

3. Pokud a > b:
4. a<a—b
5. Jinak:

6. b—b—a

Viystup: Nejvétsi spoleény délitel a = ged(z, y)

Nyni bychom méli dokazat, ze algoritmus funguje. Dikaz rozdélime na dveé
Casti:

(1) Tehdy se tomu ovsem tak nefikalo. Pojem algoritmu je novodoby, byl zaveden aZ
zacatkem 20. stoleti pfi studiu ,,mechanické” fesitelnosti matematickych uloh. Nazev
je poctou perskému matematikovi al-Chorézmimu, jenz zil cca 1100 let po Euklidovi
a v pozdéjsich prekladech jeho dila mu jméno polatinstili na Algoritmi.
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Lemma Z: Algoritmus se vzdy zastavi.

Diikaz: Sledujme, jak se vyviji soucet a + b. Na pocatku vypoctu je roven x + y,
kazdym prichodem cyklem se snizi alesponn o 1. Pritom ztstava stale nezaporny,
takze prichodt nastane nejvyse x + y. O

Lemma S: Pokud se algoritmus zastavi, vyda spravny vysledek.

Diikaz: Dokazeme nasledujici invariant, neboli tvrzeni, které plati po celou dobu
vypoctu:
Invariant: gcd(a, b) = ged(z, y).
Diikaz: Obvykly zptsob dikazu invariantid je indukce podle poc¢tu krokt
vypoctu. Na pocatku je a = x a b = y, takze invariant jisté€ plati. V kazdém
pruchodu cyklem se pak diky vlastnostem 2 a 3 z lemmatu G platnost
invariantu zachovava. O

Z invariantu plyne, Ze na konci vypoctu je ged(a, a) = ged(z, y). Zaroven diky vlast-
nosti 1 z lemmatu G plati ged(a,a) = a. O

Vime tedy, Ze algoritmus je funkéni. To bohuzel neznamena, Ze je pouzitelny:
napiiklad pro x = 1000000 a y = 2 vytrvale od¢itd y od x, az po 499999 krocich
vitézoslavné ohlasi, ze nejvétsi spolecny délitel je roven 2.

Staci si ale vSimnout, ze opakovanym odc¢itanim b od a dostaneme zbytek po
déleni ¢isla a ¢islem b. Jen si musime dat pozor, Ze pro a délitelné b se zastavime az
na nule. To odpovida tomu, Ze algoritmus provede jesté jedno odecteni navic, takze
skon¢i, az kdyz se jedno z ¢isel vynuluje. Nahrazenim od¢itani za déleni se zbytkem
ziskdme nasledujici algoritmus. Kdyz se v soucasnosti hovoii o Euklidové algoritmu,
obvykle se mysli tento.

Algoritmus EUKLIDES
Vstup: Cela kladna Cisla z a y

1. a<x, by
2. Opakujeme:

3. Pokud a < b, prohodime a s b.
4. Pokud b = 0, vyskoc¢ime z cyklu.
5. a + amod b a4 zbytek po délent

Vistup: Nejvétsi spoleény délitel a = ged(z, y)

Spravnost je ziejma: vypocet nového algoritmu odpovida vypoctu algoritmu
predchoziho, jen obcas provedeme nékolik ptivodnich krokt najednou. Zajimavé
ovSem je, ze na prvni pohled nendpadnou tpravou jsme algoritmus podstatné zrych-
lili:

Lemma R: Euklidiv algoritmus provede nejvyse log, x+1log, y+1 prichodt cyklem.
Diikaz: Vyvoj vypoc¢tu budeme sledovat prostfednictvim soucinu ab:

Tvrzeni: Soucin ab po kazdém prichodu cyklem klesne alesponi dvakrat.
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Diikaz: Kroky E a soucin ab neméni. Ve zbyvajicim kroku E platia > b
a b se evidentné nezmeéni. Ukézeme, Ze a klesne alesponn dvakrat, takze ab
také. Rozebereme dva pripady:

e h < a/2. Tehdy plati a mod b < b < a/2.
e bh>a/2.Pakjeamodb=a—-b<a—(a/2) =a/2. O

Na pocatku vypoctu je ab = xy a diky pravé dokédzanému tvrzeni po k priicho-
dech cyklem musi platit ab < xy/2¥. Kromé posledniho netiplného priichodu cyklem
ovsem ab nikdy neklesne pod 1, takze £ muze byt nejvyse log, xy = logs x+log, y. O

Shrnutim vseho, co jsme o algoritmu zjistili, ziskame nésledujici vétu:

Véta: Euklidiv algoritmus vypocte nejvétsiho spolecného délitele ¢isel x a y. Provede
pritom nejvyse ¢ - (log, x + log, y + 1) aritmetickych operaci, kde ¢ je konstanta.

Cviéeni

1.

8x

Nejvétsiho spole¢ného délitele bychom také mohli pocitat pomoci prvociselného
rozkladu ¢isel z a y. Rozmyslete si, jak by se to délalo a proc¢ je to pro velka
¢isla velmi nepraktické.

A% krokuE algoritmu EUKLIDES neni potieba porovnavat. Nahlédnéte, ze pokud
bychom a s b prohodili pokazdé, vyjde také spravny vysledek, jen nas to bude
v nejhorsim pripadé stat o jeden prichod cyklem navic.

Dokazte, ze pocet priichodi cyklem je nejvyse 2log, min(z,y) + 2.

Pro kazdé z a y existuji celd ¢isla a a 8 takovd, ze ged(z,y) = ax + By.
Témto ¢islam se fikd Beézoutovy koeficienty. Upravte Euklidiv algoritmus, aby
je vypocetl.

Pomoci predchoziho cvi¢eni mtzeme fesit linedrni kongruence. Pro dana a a n
chceme najit x, aby platilo ax mod n = 1. To znamen4, ze ax a 1 se lisi o na-
sobek n, tedy ax + ny = 1 pro néjaké y. Pokud je ged(a,n) = 1, pak  a y jsou
Bézoutovy koeficienty, které to dosvédéi. Je-li ged(a, b) # 1, nemiiZze mit rovnice
feSeni, protoze leva strana je vzdy délitelnd timto gcd, zatimco prava nikoliv.
Jak najit feseni obecnéjsi rovnice ax mod n = b7

Nabizi se otézka, neni-li logaritmicky odhad poc¢tu operaci z nasi véty prilis
velkorysy. Abyste na ni odpovédéli, najdéte funkci f, ktera roste nejvyse expo-
nencidlné a pii vypocétu ged(f(n), f(n+ 1)) nastane pravé n prichodii cyklem.

Binarni algoritmus na vypocet ged funguje takto: Pokud = i y jsou sudé, pak
ged(z,y) = 2gcd(z/2,y/2). Je-li x sudé a y liché, pak ged(z,y) = ged(x/2,y).
Jsou-li obé licha, odecteme mensi od vétsiho. Zastavime se, az bude x = y.
Dokazte, 7e tento algoritmus funguje a Ze provede nejvyse c - (logy & + logs y)
krokt pro vhodnou konstantu c.

Méjme permutaci 7 na mnoziné {1, ... ,n}. Definujme jeji mocninu nasledovné:

70(x) =z, 7+ (z) = 7(7*(z)). Najdéte nejmensi k > 0 takové, ze ¢ = 7°.

9 2017-05-18



1.4. Fibonacciho ¢isla a rychlé umocnovani

13. stoleti 7il jisty Leonardo fe¢eny Fibonacci.(?) P¥{stim generacim zanechal zejména
svou posloupnost.

Definice: Fibonacciho posloupnost Fy, Fy, Fs, ... je definovana nasledovné:

FO:07 Flz]-a Fn+2:Fn+1+Fn~

Priklad: Prvnich 11 Fibonacciho ¢isel zni 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55.

Pokud chceme spocitat F),,, mizeme samoziejmé vyjit z definice a postupné
sestrojit prvnich n ¢lent posloupnosti. To nicméné vyzaduje fadoveé n operaci, takze
se nabizi otazka, zda to lze rychleji. V moudrych knihach nalezneme nasledujici vétu:

Véta (kouzelna formule): Pro kazdé n > 0 plati:

() -(57))

Diikaz: Laskavy, nicméné trpélivy ¢tenar jej provede indukci podle n. Jak na kou-
zelnou formuli pFijit, naznacime v cviceni E O

Dobré, ale jak nadm formule pomuze, kdyz pro vypocet n-té mocniny potiebu-
jeme n — 1 nasobeni? Inu nepotfebujeme, nasledujici algoritmus to zvladne rychleji:

Algoritmus MOCNINA
Vstup: Reélné ¢islo x, celé kladné n

1. Pokud n = 0, vratime vysledek 1.

2. t + MOCNINA(z, [n/2])

3. Pokud n je sudé, vratime ¢t - ¢.

4. Jinak vratime ¢t - ¢ - x.

Vystup: ™

Lemma: Algoritmus MOCNINA vypocte 2" pomoci nejvyse 2log, n + 2 nasobeni.
Drikaz: Spravnost je evidentni z toho, ze 12F = (2¥)2 a 2%*+1 = 22¥ . 2. Co se poctu
operaci tyce: Kazdé rekurzivni volani redukuje n alespon dvakrat, takze po nejvyse
log, n volanich musime dostat jednicku a po jednom dalsim nulu. Hloubka rekurze
je tedy logy n + 1 a na kazdé trovni rekurze spotiebujeme nejvysSe 2 nasobeni. [

To dé&va elegantni algoritmus pro vypocet F,, pomoci radové log, n operaci. Jen
je bohuzel pro praktické pocitani nepouzitelny: Zlaty fez (1 +v/5)/2 = 1.618034 je

) Coz je zkratka z filius Bonaccii“, tedy ,,syn Bonacciho®.
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iracionalni a pro vysoké hodnoty n bychom ho potrebovali znat velice presné. To
neumime dostatecné rychle. Zkusime to tedy mensi oklikou.

Po Fibonacciho posloupnosti budeme posouvat okénkem, skrz které budou vi-
dét praveé dvé cisla. Pokud zrovna vidime cisla F),, F),41, v dalsim kroku uvidime
Foi1,Foye = Foqp1 + F,. To znamend, ze posunuti provede s okénkem néjakou
linearni transformaci a kazda takova jde zapsat jako nasobeni matici. Dostaneme:

0 ]. . Fn o Fn—i—l

11 Fn+1 Fn+2 '
Levou matici oznaé¢ime F a nahlédneme, ze nasobeni okénka n-tou mocninou této
matice musi okénko posouvat o n pozic. Tudiz plati:

F F
Fr (2" ).
(#)= (&%)

Nyni staci vyuzit toho, Ze nasobeni matic je asociativni. Proto mizeme n-tou moc-
ninu matice vypocitat obdobou algoritmu MOCNINA a vystacime si s fadové logn
maticovymi nasobenimi. Jelikoz pracujeme s maticemi konstantni velikosti, obna-
§1 kazdé nasobeni matic jen konstantni pocet operaci s ¢isly. VSechny matice jsou
ptijemné celociselné. Proto plati:

Véta: n-té Fibonacciho ¢islo 1ze spocitat pomoci fadové logn celociselnych aritme-
tickych operaci.

Cviceni
1. Naprogramujte funkci MOCNINA nerekurzivné. MizZe pomoci prevést exponent
do dvojkové soustavy.

2. UvaZujme obecnou linedrni rekurenci vadu k: Ao, ..., Ax_1 jsou ddna pevné,
Aptr = 1 Apyp—1+tagAnik—o+. . .+agA, pro konstanty aq, . . ., a,. Vymyslete
efektivni algoritmus na vypocet A,,, nejlépe pomoci fadové log, n operaci.

3* Jak odvodit kouzelnou formuli: Uvazujme mnozinu vSech posloupnosti, které
spliiuji rekurentni vztah A, .o = A,11 + A,, ale mohou se lisit hodnotami
Ap a A;. Tato mnozina tvori vektorovy prostor, pfi¢emz posloupnosti s¢itame
a nasobime skalarem po slozkach a roli nulového vektoru hraje posloupnost
samych nul. Ukazte, Ze tento prostor ma dimenzi 2 a sestrojte jeho bazi v podobé
exponencialnich posloupnosti tvaru A,, = «a”. Fibonacciho posloupnost pak
zapiste jako linearni kombinaci prvku této baze.

Dokazte, ze F,, > ¢", kde ¢ = (1 ++/5)/2 = 1.618 034.

5* Algoritmy zalozené na explicitni formuli pro F;, jsme odmitli, protoze potfebo-
valy pocitat s iracionalnimi ¢isly. To bylo ponékud ukvapené. Dokazte, ze Cisla
tvaru a+bv/5, kde a,b € Q jsou uzaviena na s¢itani, odéitani, nasobeni i déleni.
K vypoctu formule si tedy vysta¢ime s racionalnimi ¢isly, dokonce pouze typu
p/2%, kde p a g jsou celd. Odvodte z toho jiny logaritmicky algoritmus.
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