1. Tridéni

Vyhledavani ve velkém mnozstvi dat je kazdodennim chlebem programéatora.
Hledani byva snazsi, pokud si data vhodnym zpisobem uspofddame. Sefadime-li
napiiklad pole n ¢isel podle velikosti, algoritmus binarniho vyhledévani z oddilu 77
v nich dokaze hledat v ¢ase ©(logn). V této kapitole prozkoumame rizné zpisoby,
jak data efektivné seradit neboli setidit.(!

Obvykle budeme pracovat v takzvaném porovndvacim modelu. V paméti stroje
RAM dostaneme posloupnost n prvka aq,...,a,. Mimo to dostaneme kompardtor
— funkci, kterd pro libovolné dva prvky a; a a; odpovi, je-li a; < aj, a; > a; nebo
a; = a;. Ukolem algoritmu je pferovnat prvky v paméti do néjakého potadi by < by <
... < by,. S prvky nebudeme provadét jiného, nez je porovnavat a presouvat. Budeme
predpokladat, ze jedno porovnani i pfesunuti stihneme provést v konstantnim case.

Ctenaf znaly knihovnich funkei populdrnich programovacich jazyki si jisté
vzpomene, ze jednim z argumenti funkce pro t¥idéni byva typicky takovyto kompa-
rator. My budeme pro nazornost zapisu predpokladat, ze t¥idime ¢isla a komparator
se jmenuje prosté ,<“. Stale se ale budeme hlidat, abychom nepouZili jiné operace
nez ty povolené.

U tridicich algoritmi nas kromé casové slozitosti budou zajimat i néasledujici
vlastnosti:

Definice: Tiidici algoritmus je stabilné, pokud kdykoliv jsou si prvky p; a p; rovny,
tak jejich vzajemné poradi na vystupu se shoduje s jejich pofadim na vstupu. Tedy
pokud je p; = p; pro i < j, pak se p; ve vystupu objevi pfed p;.

Definice: Algoritmus tiidi prvky na misté, pokud prvky neopoustéji pamétové buri-
ky, v nichz byly zadany, s moznou vyjimkou konstantné mnoha tzv. pracovnich
bunék. Kromé toho mtize algoritmus uklddat libovolné mnozstvi ¢iselnych promén-
nych (indexy prvki, parametry funkei apod.), které prohldsime za pomocnou pamét
algoritmu.

Postupné ukazeme, ze tiidit 1ze v ¢ase ©(nlogn), a to stabilné a na misté. Také
dokazeme, ze v porovnavacim modelu nemtize rychlejsi tfidici algoritmus existovat.
Ovsem pokud si dovolime provadét s prvky i dalsi operace, nalezneme efektivnéjsi
algoritmy.

1.1. Zakladni tridici algoritmy

Nejjednodussi t¥idici algoritmy patii do skupiny tzv. primych metod. Vsechny
maji nekolik spoleénych rysi: Jsou kratké, jednoduché a tiidi na misté. Za tyto
pifjemné vlastnosti zaplatime kvadratickou ¢asovou slozitosti ©(n?). Piimé metody
jsou proto pouzitelné jen tehdy, neni-li t¥idénych dat prili§ mnoho.

(1) Striktné vzato, termin fazen je spravnéjsi. Data totiz nerozdélujeme do néjakych
tfid, nybrz je usporadavame, tedy fadime, dle urcitého kritéria. OvSem pojem trideni
je mezi Geskymi informatiky natolik zazity, Ze je blahové chtit na tom cokoliv ménit.
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Selectsort — t¥idéni vybérem

Tridénd primygm vgbérem (Selectsort) je zaloZeno na opakovaném vybirani nej-
mensiho prvku. Pole rozdélime na dvé ¢asti: V prvni budeme postupné stavét setii-
dénou posloupnost a v druhé nam budou zbyvat dosud nesettidéné prvky. V kazdém
kroku nalezneme nejmensi ze zbyvajicich prvkd a presuneme jej na zacatek druhé
(a tedy i na konec prvni) ¢asti. Nasledné zvétsime settidénou ¢ast o 1, ¢imz oficidlné
potvrdime ¢lenstvi pravé nalezeného minima v konstruované posloupnosti a zajisti-
me, aby se pfi dal$im hledéni jiz s timto prvkem nepocitalo.

Algoritmus SELECTSORT (tf{déni pfimym vybérem)

Vstup: Pole P[1...n]

1. Proi=1,...,n—1:

2. m<—1 <4 m bude index nejmensiho dosud nalezeného prvku
3. Proj=i+1,...,n:

4. Pokud je P[j] < P[m]: m < j

5. Prohodime prvky P[i] a P[m]. < pokud i =m, nic se nestane

Vystup: Setiidéné pole P

V i-tém pruchodu vnéjsim cyklem hleddme minimum z n — i 4+ 1 ¢isel, na coz
potiebujeme ¢as O(n — i + 1). Ve v8ech priichodech dohromady tedy spotfebujeme
asOn+(n—1)+...+3+2)=0(n-(n—1)/2) = O(n?).

Bubblesort — bublinkové tfidéni

Dalsi z rodiny p¥imych algoritm je bublinkové tiidéni (Bubblesort). Jeho zakla-
dem je mysSlenka nechat stoupat vétsi prvky v poli podobné, jako stoupaji bublinky
v limonadé.

V algoritmu budeme opakované prochézet celé pole. Jeden priuchod postupné
porovnd viechny dvojice sousednich prvka P[i] a P[i+1]. Pokud dvojice neni spravné
uspofddand (tedy P[i] > P[i + 1]), prvky prohodime. V opaéném piipadé nechdme
dvojici na pokoji. Mensi prvky se ndm tak posunou blize k zacatku pole, zatimco
vétsi prvky ,bublaji“ na jeho konec. Pokazdé, kdyz pole projdeme celé, zacneme
znovu od zacatku. Tyto prichody opakujeme, dokud dochézi k prohazovani prvku.
V okamziku, kdy vymény ustanou, je pole setfidéné.

Algoritmus BUBBLESORT (bublinkové t¥idéni)
Vstup: Pole P[1...n]

1. pokracuj < 1 < md probéhnout dalsi prichod?
2. Dokud je pokracuj = 1:

3. pokracuj < 0

4. Proi=1,...,n—1:

5. Pokud je P[i] > P[i + 1]:

6. Prohodime prvky P[i] a P[i + 1].

7. pokracuj + 1
Vystup: Set¥idéné pole P
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Jeden prichod vnitinim cyklem (kroky K az ﬂ) jde ptes vSechny prvky pole,
takZe m4 urcité slozitost ©(n). Neni ovéem na prvni pohled zfejmé, kolik prichodi
bude potieba vykonat. To nahlédneme nasledovné:

Lemma: Po k-tém priichodu vnéjsim cyklem je na spravnych mistech k£ nejvétsich

prvki.

Drikaz: Indukei podle k. V prvnim priichodu se nejvétsi prvek dostane na samy konec

pole. Na zacatku k-tého priichodu je podle indukéniho predpokladu na spravnych

mistech k— 1 nejvétsich prvki. Béhem k-tého prichodu tyto prvky na svych mistech
zustanou, takze pruchod pracuje pouze s prvky na prvnich n — k pozicich. Mezi nimi
spravné najde maximum a presune ho na konec. Toto maximum je pravé k-ty nejveétsi

prvek. Tim je indukéni krok hotov. O

Cviéeni

1. Nahlédnéte, ze v k-tém prichodu Bubblesortu sta¢i zkoumat prvky na pozicich
1,...,n—k+ 1. Zméni se touto Gpravou Casova slozitost?

2. Na jakych datech provede Bubblesort pouze jeden prichod? Na jakych pravé dva
pruchody? Kolik presné prichoda vykond nad sestupné usporadanym vstupem?

3. Vsimnéme si, ze Bubblesort miize provadét spoustu zbyteénych porovnani. Na-
priklad kdyz bude prvni polovina pole setfidéna a az druha rozhéazena, Bubble-
sort bude stejné vzdy prochéazet prvni polovinu, i kdyz v ni nebude nic pro-
hazovat. Navrhnéte mozna vylepSeni, abyste eliminovali co nejvice zbytecnych
porovnani.

4. Urcete primérnou ¢asovou sloZitost Bubblesortu (v priimeéru pfes véechny moz-
né permutace prvkl na vstupu).

5. Insertsort neboli t¥idéni pfimym vkladanim funguje takto: Udrzujeme dvé ¢asti
pole — na zacatku lezi setfidéné prvky a v druhé ¢asti pak zbyvajici nesetridéné.
V kazdém kroku vezmeme jeden prvek z nesetfidéné casti a vlozime jej na
spravné misto v ¢asti setfidéné. Dopracujte detaily algoritmu a analyzujte jeho
slozitost.

6. Predpokladejme na chvili, ze by pocita¢, na kterém bézi naSe programy, umél
provést operaci posunuti celého tiseku pole o 1 prvek na libovolnou stranu v kon-
stantnim éase. Rekli bychom napiiklad, Zze chceme prvky na pozicich 42 az 54
posunout o 1 doprava (tj. na pozice 43 az 55), a pocita¢ by to umél provést
v jednom kroku. Zkuste za téchto podminek upravit Insertsort, aby pracoval
s Casovou slozitosti O(nlogn).

7. Urcete, jakou slozitost bude mit Insertsort, pokud vime, Ze se setfidénim kaz-
dy prvek posune nejvysSe o k pozic. Zalezi na zpusobu, jakym hledame misto
k zatfidéni prvku?

8. Dokazte, ze za stejnych podminek jako v pfedchozim cviceni provede Bubblesort
nejvyse k prichodd. Pokud vam to déla potize, ukazte alespoii, ze staci O(k)
priichodu.

9* Navrhnéte pro tlohu z cviceni ﬂ efektivnéjsi algoritmus. Mizete se inspirovat
tfeba Heapsortem z oddilu ?7?.
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10. Upravte tfidici algoritmy z tohoto oddilu, aby byly stabilni.

1.2. Tridéni slévanim

Nyni pfedstavime tfidici algoritmus s ¢asovou slozitosti ©(nlogn). Na vstu-
pu je ddna n-prvkova posloupnost ag,...,a,_1 v poli. Pro jednoduchost nejprve
predpokladejme, Ze n je mocnina dvojky.

Zakladni myslenka algoritmu je tato: Pole rozdélime do tzv. béhi o délce moc-
niny dvou — souvislych tseki, které uz jsou vzestupné setfidény. Na zacatku budou
vSechny béhy jednoprvkové. Poté budeme dohromady slévat vZdy dva sousedni béhy
do jediného setfidéného béhu o dvojnasobné délce, ktery bude leZzet na misté obou
vstupnich béhti. To znamend, Ze v i-té iteraci budou mit béhy délku 2¢ prvki a je-
jich pocet bude n/2%. V posledni iteraci bude posloupnost sestavat z jediného béhu,
a bude tudiz setfidéna.

Algoritmus MERGESORT1

Vstup: Posloupnost aq, . .., a,_1 k setfidéni
1. b+1 4 aktudlni délka behu
2. Dokud b < n: < zbyvaji aspon dva béhy
3. Pro i =0,2b,4b,60,...,n — 2b: 4 zacdtky sudych béhu
4. X — (aiy ..., Qiyp—1) < sudy beh
5 Y « (@itpy- - Qig2p—1) < ndsledugict lichy béh
6. (ai, - ,ai+2b,1) «— MERGE(X, Y)
7. b+ 2b

Vystup: Setiidéna posloupnost ag, ..., an_1

Procedura MERGE se stard o samotné slévani. To zafidime snadno: Pokud
chceme slit posloupnosti 1 < a2 < ... < 2, ay; <y < ... < y,, bude vysled-
né posloupnost zacinat mensim z prvka x; a y;. Tento prvek z pfislusné vstupni
posloupnosti pfesuneme na vystup a pokracujeme stejnym zpusobem. Pokud to byl
(feknéme) prvek x1, zbyva ndm slit xa, ..., Ty S Y1, ..., Yn. Dalsim prvkem vystupu
tedy bude minimum z x5 a y;. To opét presuneme a tak déle, nez se bud x nebo y
vyprazdni.

Procedura MERGE (slévani)
Vstup: Béhy x1,...,Zm a Y1, .-, Yn

1. i+ 1,5« 1 < zbyvd slit xi, ..., Tm A Yjy. . Yn
2. k+1 < vysledek se objevi v zg, ..., Zmin
3. Dokud ¢+ < m a j < n, opakujeme:

4. Je-li x; < yj, pfesuneme prvek z x: 2z < 24, 4 < i+ 1.

5. Jinak presouvdme z y: 2z < y;, j 7 + 1.

6. kE<—Ek+1

7. Je-li ¢ < m, zkopirujeme zbyld x: zx, ..., Zmin < Tiy. oo, T
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8. Je-li j < n, zkopirujeme zbyld y: zx, ..., Zmiyn < Yjs- - - Yn-
Vystup: Béh 21, ..., 2min

Nyni odvodime asymptotickou slozitost algoritmu MERGESORT. Za¢neme funk-
ci MERGE: ta pouze pfesouva prvky a kazdy piesune pravé jednou. Jeji ¢asova slo-
zitost je tedy ©(n +m), v i-té iteraci proto na sliti dvou b&ht spottebuje ¢as ©(2¢).
V ramci jedné iterace se vola MERGE fadové n/2i-krat, coz dava celkem ©(n) operaci
na iteraci. Protoze se algoritmus zastavi, kdyz 2! = n, pocet iteraci bude ©(logn),
coz davé celkovou ¢asovou slozitost ©(nlogn).

Mergesort bohuzel neumi t¥idit na misté: pii slévani musi byt zdrojové béhy
uloZeny jinde neZ cilovy béh. Proto potfebujeme pomocnou pamét velikosti O(n),
napiiklad v podobé pomocného pole stejné velikosti jako vstupni pole.

Nyni doplnime, co si pocit, kdyz pocet prvkd neni mocninou dvojky. Porad
budeme velikost béhu zvySovat po mocninach dvojky, ale pfipustime, Zze posledni
z béhii muze byt mensi a ze celkovy pocet béhit muze byt lichy. Proto bude platit, ze
v i-té iteraci ¢ini pocet b&ht [n/2'], takze po ©(log n) iteracich se algoritmus zastavi.
Implementace je jednoducha, jak je ostatné vidét z nasledujiciho pseudokddu.

Algoritmus MERGESORT (t¥idéni slévanim)

Vstup: Posloupnost ag, .. .,a,—1 k setfidéni
1. b+1 < aktudlni délka béhu
2. Dokud b < n: < zbyvagi aspon dva béhy
3 11,7 b+1 <« zacdtek aktudlniho sudého a lichého béhu
4 Dokud 57 < n: q jesté zbyva neéjakd dvojice béhu
5. k< min(j+b—1,n) < konec lichého béhu
6 X+ (ai,...,a5-1) < sudy béh
7 Y« (aj,...,ax) < lichy béh
8 (ai,-..,ar) < MERGE(X,Y)
9. 14 1+2b,j+< j+2b < posuneme se na dalsi dvojici

10. b+ 2b

Vystup: Setfidéna posloupnost ag, ..., a,—1

Na zavér dodejme, ze Mergesort také muzeme formulovat jako elegantni rekur-
zivni algoritmus. S timto pfistupem se setkdme v kapitole ?7.
Cviceni

1. Navrhnéte algoritmus pro efektivni t¥idéni dat uloZenych v jednosmérném spo-
jovém seznamu. Algoritmus smi pouzivat pouze O(1) bunék pomocné paméti
a jednotlivé polozky seznamu smi pouze prepojovat, nikoliv kopirovat na jiné
misto v paméti.

Je Mergesort stabilni? Pokud ne, uméli byste ho upravit, aby stabilni byl?

3*  Knizky v knihovné: Mé&me posloupnost, kterd vznikla ze setiidéné tim, ze jsme
presunuli £ prvkt. Navrhnéte algoritmus, ktery ji co nejrychleji dotiidi. Pozor
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na to, ze k pfedem nezname. MuzZete nicméné predpokladat, Ze k je mnohem
mensi nez délka posloupnosti.

4.  Pisvejcova ¢isla Fikejme &islim tvaru 2¢375%. Vymyslete, jak co nejrychleji vy-
generovat prvnich n Pisvejcovych ¢isel.

5X% Mergesort na misté: Na nasi verzi Mergesortu je nesikovné, ze potfebuje line-
arni mnoZstvi pomocné paméti, nebot neumime slévat na misté. Jde to i 1épe:
pamétové naroky procedury MERGE lze srazit aZz na konstantu pii zachovani
linedrni ¢asové slozitosti. Je to ale docela slozité (a v praxi se to kvili vysokym

konstantdm nevyplati), tak zkuste pfijit na slévani v linedrnim case a pomocné
paméti velikosti O(v/n).

1.3. Dolni odhad slozZitosti tridéni

Jak uz jsme zminili v ivodu kapitoly, nabizi se otazka, zda je mozné tridit
v Case rychlejsim nez ©(n logn). Nyni dokdZeme, Ze odpovéd je negativni, ale budeme
k tomu potrebovat dva predpoklady:

e Algoritmus pracuje v porovnavacim modelu, smi tedy tf¥idéné prvky
pouze vzajemné porovnavat a presouvat (pfifazovat).

e Algoritmus je deterministicky — kazdy krok je jednozna¢né urcen
vysledky krokt piedchozich (algoritmus tedy nepouziva zadny zdroj
nahody).

Vyhledavani

Nejprve dokézeme jednodussi vysledek pro vyhledavani. Budeme se snazit uké-

zat, Ze bindrni vyhleddvani je optimélni (asymptoticky, tedy az na multiplikativni
konstantu). P¥ipometime, Ze jeho ¢asova slozitost je O(logn). Zjistime, ze kazdy al-
goritmus potfebuje Q(logn) porovnani, tedy musi celkové provést Q(logn) operaci.
Véta (o sloZitosti vyhledavani): Kazdy deterministicky algoritmus v porovnavacim
modelu, ktery nalezne zadany prvek v n-prvkové uspotfddané posloupnosti, pouzije
v nejhorsim piipadé Q(logn) porovnani.
Myslenka dikazu: Porovna-li algoritmus néjaka dvé cisla x a y, dozvi se jeden ze
tf1 tf moznych vysledk: < y, * > y, * = y. Navic nastane-li rovnost, vypocet
skonci, takze vSechna porovnani kromé posledniho dévaji jenom dva mozné vysled-
ky. Jednim porovnanim tedy ziskdme jeden bit informace. Zadn4 jina operace nam
o vztahu hledaného ¢isla s prvky posloupnosti nic nefekne.

Vystupem vyhledavaciho algoritmu je pozice hledaného prvku v posloupnosti;
to je ¢islo od 1 do m, na jehoz urceni je potfeba log,n bitd. Abychom ho uréili,
musime tedy porovnat alespoi (log, n)-krat. O

V této ivaze nicméné spoléhame na intuitivni pfedstavu o mnozstvi informa-
ce — poctivou teorii informace jsme nevybudovali. Vétu proto dokadzeme forméalnéji
zkoumanim moznych prubéhi algoritmu.
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Dikaz: Zvolime pevné n a vstupni posloupnost 1,...,n. Budeme zkoumat, jak se
vypocet algoritmu vyviji pro jednotlivad hledané ¢isla x = 1,...,n. Pokud ukazeme,
7e je potfeba provést Q(logn) porovnani pro vstupy tohoto specidlniho typu, tim
spis to bude platit v nejhorsim pripadé.

Spustime algoritmus. Zpocatku jeho vypocet nezdvisi na x (zatim jsme nepro-
vedli jediné porovnani), takZe prvni porovnani, které provede, bude vzdy stejné.
Pokud je to porovnani typu a; < a;, dopadne také vzdy stejné. AZ prvni porovnani
typu a; <  muize pro rizna z dopadnout rtzné.

Pro kazdy z moznych vysledkti porovnani ale algoritmus pokracuje determinis-
ticky, takze je opét jasné, jaké dalsi porovnani provede. A tak dale, az se algoritmus
rozhodne zastavit a vydat vysledek.

Mozné prubéhy vypoctu tedy muzeme popsat takzvanym rozhodovacim stro-
mem. V kazdém vnitfnim vrcholu tohoto stromu je jedno porovnani typu z < a;.
Vrchol mé tii syny, ktefi odpovidaji moznym vysledktim tohoto porovnani (mensi,
vétsi, rovno). Mize se stat, ze nékteré z vysledk nemohou nastat, protoze by by-
ly ve sporu s diive provedenymi porovnanimi. V takovém piipadé€ pfislusného syna
vynechame.

V listech rozhodovaciho stromu jsou jednotlivé vysledky algoritmu: nékteré listy
odpovidaji nahlaseni vyskytu na néjaké pozici, v jinych odpovidame, Ze prvek nebyl
nalezen.

Rozhodovaci strom je tedy ternarni strom (vrcholy maji nejvyse 3 syny) s ale-
spon n listy. Pouzijeme nasledujici lemma:

Lemma T: Ternarni strom hloubky & ma nejvyse 3* listii.

Diikaz: Uvazme ternarni strom hloubky k£ s maximalnim poctem listi.

V takovém stromu budou vSechny listy urcité lezet na posledni hladiné

(kdyby nelezely, mizeme pod néktery list na vyssi hladiné ptidat dalsi t¥i

vrcholy a ziskat tak ,listnat&j$i“ strom stejné hloubky). Jelikoz na i-té

hlading je nejvyse 3 vrchold, viech listi je nejvyse 3*. O

Strom ma proto hloubku alesponl logs n, takze v ném existuje cesta z kotfene do
listu, ktera obsahuje alespon log; n vrcholt. Tudiz existuje vstup, na némz algoritmus
provede alespon logaritmicky mnoho porovnani. O

Tiidéni

Nyni pouzijeme podobnou metodu pro odhad slozitosti t¥idéni. Opét budeme
predpokléddat specidlni typ vstupd, totiz permutace mnoziny {1,...,n}. Rizné per-
mutace je pritom potfeba tfidit riznymi posloupnostmi prohozeni, takze algoritmus
musi spravné rozpoznat, o kterou permutaci se jedna.

I zde funguje intuitivni avaha o mnozstvi informace: jelikoz jsou vSechny prv-
ky na vstupu rizné, jednim porovnanim ziskdme nejvysSe 1 bit informace. VSech
permutaci je n!, takZe potfebujeme ziskat log,(n!) bitd. Zbytek zafidi nésledujici
lemma:

Lemma F: n! > n"/2.
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Ditkaz: Jen! = \/(n)2=/1-n-2-(n—1)-... n-1, coz mizeme také zapsat jako

\/1n\/2(n—1)\/ﬁ Piitom pro kazdé 1 < k < n jekin+1—k) =
kn+k—k>=n+(k-1n+k(1l—-k)=n+(k—1)(n— k) > n. Proto je kazda
z odmocnin vétsi nebo rovna n'/? a n! > (n'/2)* = n/2, O

Pocet potfebnych bitl, a tim padem i potfebnych porovnani, tedy musi byt
log,(n!) > log,(n™?) = (n/2) -logyn = Q(nlogn). Nyni totéz preciznéji. . .

Véta (o sloZitosti t¥idéni): Kazdy deterministicky algoritmus v porovnavacim mo-
delu, ktery tfidi n-prvkovou posloupnost, pouzije v nejhorsim pfipadé Q(nlogn)
porovnani.

Diikaz: Jak uz jsme naznacili, budeme uvazovat vstupy aq, ..., a,, které jsou permu-
tacemi mnoziny {1,...,n}. Sta¢i ndm najit jeden ,t8zky“ vstup, pokud ho najdeme
mezi permutacemi, kol jsme splnili.

Meéjme néjaky t¥idici algoritmus. Upravime ho tak, aby nejprve provadél vsech-
na porovnani, a teprve pak prvky presouval. Mizeme si naptiklad pro kazdou pozici
v poli pamatovat, kolikaty z prvkd a; na ni zrovna je. Pribézné prohazovani bude
pouze ménit tyto pomocné tdaje a skutecnad prohozeni provedeme az na konci.

Nyni sestrojime rozhodovaci strom popisujici vSechny mozné priibéhy algorit-
mu. Ve vnitfnich vrcholech budou porovndni typu a; < a; se tiemi moZnymi vy-
sledky. Opét vynechame vysledky, které jsou ve sporu s predchozimi porovnanimi.
V listech stromu algoritmus provede néjaka prohozeni a zastavi se.

Pro rizné vstupni permutace musi vypocet skonéit v riiznych listech (dvé per-
mutace nelze setfidit toutéz posloupnosti pfesunii prvka). Listt je tedy alesponi n!,
takZe podle lemmatu T musi mit strom hloubku alespoii logs(n!), coz je podle lem-
matu F Q(nlogn). Proto musi existovat vstup, na némz se provede Q(nlogn) po-
rovnani. O

L1T3T2 ’ T3X1X2 ‘ ’ L2T321 ‘ ’ T2X1X3 ‘

Obr. 1.1: Priklad rozhodovaciho stromu pro 3 prvky

Dokézali jsme tedy, Ze algoritmus Mergesort je optimélni (aZ na multiplikativ-
ni konstantu). Brzy ale uvidime, Ze oprostime-li se od porovnavaciho modelu, lze
v nékterych pripadech t¥idit rychleji.
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Cviceni
1. Jsou dany rovnoramenné vahy a 3 ruzné tézké kulicky. Ukazte, Ze je neni mozné
usporadat dle hmotnosti na méné nez 3 vazeni. Co se zméni, pokud je cilem

Yy

2. Jsou dény rovnoramenné vahy a 12 kuli¢ek, z nichz pravé jedna je tézsi nez
ostatni. Na misku lze dat i vice kuli¢ek naraz. Navrhnéte, jak na 3 vazeni najit

v,

tézsi kulicku. Dokazte, ze na 2 vazeni to neni mozné.

3. Jsou dany rovnoramenné vahy a 12 kulicek, z nichz pravé jedna je jina nez
ostatni, nevime vSak zda je leh¢i nebo tézsi. Na misku lze dat i vice kulicek
naréz. Navrhnéte, jak na 3 vazeni najit tuto jinou kulicku a zjistit, jestli je lehéi
nebo tézsi. Dokazte, Ze na 2 vézeni to nejde.

4. Stejnd uloha jako predchozi, avsak s 13 kulickami. Dokazte, Ze stéle staci 3 va-
zeni, pokud slevime z pozadavku zjistit, zda je odlisna kulicka leh¢i nebo tézsi.

5. Reste cviceni E obecné pro n kulicek a navrhnéte algoritmus pouzivajici co
nejmensi pocet vazeni. Dokazte, Ze tento pocet je optimalni.

6* Reste cviceni E obecné pro n kulicek. Uméli byste dokazat, ze vas algoritmus je
optimalni?

7. Uvazme verzi komparédtoru, ktery rozlisuje pouze a; < a; a a; > a;. Projdéte
algoritmy a dukazy vét v této kapitole a modifikujte je pro tento model.

8. Pramérnd sloZitost: Dokazte, ze Q(logn) resp. (nlogn) porovnani je potieba
nejen v nejhorsim ptipadeé, ale i v primeéru pres vSechny mozné vstupy. V pripadé
vyhledavani primeérujeme pres vSechna moznd hledana x, u tfidéni pres vsechny
permutace.

9. Matice: Mé&jme matici A tvaru n X n, v niz jsou uloZena cela ¢isla a navic kazdy
fadek i sloupec tvoIi rostouci posloupnost. Jak najit 7, j takové, ze A; ; = i+ 57
Pokud existuje vice feseni, sta¢i vypsat jedno. Cas na nac¢teni matice do paméti
nepocitame.

10* Dokazte, Ze vaSe Feseni piedchozi tilohy je asymptoticky nejrychlejsi mozné.

1.4. Prihradkové tiidéni
Dosud jsme se snazili navrhovat t¥idici algoritmy tak, aby si poradily s libovol-
nym typem dat. Proto jsme prvky posloupnosti byli ochotni pouze porovnavat. Nyni

se zamérime na konkrétni druhy dat, napfiklad celd kladna Cisla z predem daného
intervalu.

Counting sort — t¥idéni poditanim

Pfedstavme si, Ze tiidime n celych ¢isel vybranych z mnoziny {1,...,r} pro
neprilis velké r. Jak vypada setfidéna posloupnost? Nejdiiv v ni jsou néjaké jednicky,
pak dvojky, atd. Stac¢i tedy zjistit, kolik ma byt kterych, ¢ili spocitat, kolikrat se
kazdé ¢islo od 1 do r na vstupu vyskytuje. Tomuto primitivnimu, ale prekvapivé
Géinnému algoritmu se ¥ika tridéni pocitdnim neboli Counting sort.
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Algoritmus COUNTINGSORT (t¥idéni pocitanim)
Vstup: Posloupnost z1,...,z, € {1,...,r}

1. Proi=1,...,r: < Inicializujeme pocitadla
2. Di < 0
3. Proi=1,....,n: < pj bude pocet vyskyti cisla j
4. Dz; < Doy +1
5. 7«1 4 pozice ve vystupu
6. Proi=1,...,7: 4 zapisujeme vystup
7. Opakujeme p;-krat:
8. Vj )
9. j+—j+1

Vystup: Settidéna posloupnost vy, ..., v,

Inicializace pocitadel v krocich aﬂtrvé O(r), pocitani vyskytt v dalsich dvou
krocich ©(n). V krocich az ] znovu zapiseme vsech n prvki a navic musime jednou
sdhnout na kazdou (i prazdnou) prihradku. Casové slozitost celého algoritmu tedy
¢ini ©(n + 7).

Vstup a vystup mohou byt uloZeny v tomtéz poli, takze pracovni prostor algo-
ritmu tvofi pouze r pocitadel, tedy ©(r) bunék paméti.

Bucketsort — prihradkové tridéni

vvvvvv

Counting sort ndm nepomize, pokud misto celych ¢isel t¥idime néjaké slozitéjsi
zadznamy, které kromé celoc¢iselného klice, podle néjz tfidime, obsahuji navic néjaka
dalsi data. Tehdy mtzeme pouzit podobny algoritmus, kterému se fika prihrddkove
tridénd (Bucketsort).?) Misto poéitadel si poiidime pole r ptihradek Py, ..., P,. V i-
té prihradce se bude nachézet seznam zaznami s kli¢em q.

Algoritmus nejprve projde vSechny zdznamy a rozmisti je do prihradek podle
kli¢t. Poté postupné projde prihradky od P; do P, a vypise jejich obsah.

Algoritmus BUCKETSORT (piihradkové tfidéni)

Vstup: Prvky a1, ...,z, s kli¢i ky,..., k, € {1,...,7}

1. Inicializujeme piihradky: Py,..., P, < ()
Proi=1,....,n:
Vlozime z; do P, .
Vytvofime prazdny seznam S.
Proj=1,...,r:
6. Na konec seznamu S pfipojime obsah P;.
Vystup: Settidény seznam S

Gk @

Rozbor ¢asové slozitosti probéhne podobné jako u predchoziho algoritmu: ini-
cializace stoji O(r), rozmistovani do pfihrddek ©(n), prochazeni pfihradek ©(r)
a vypisovani vSech pfihradek dohromady O(n). Celkem tedy ©(n + r).

(2) To bychom mohli pfelozit jako ,kbelikové t¥idéni®.
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V paméti mame ulozené vsSechny prihradky, jedna zabere konstantni prostor
na hlavi¢ku seznamu a pak konstantni na kazdy zédznam. To celkem ¢ini O(n + r)
bunék paméti.

Bucketsort dokonce muze t¥idit stabilné. K tomu staci, abychom v kazdé pii-
hradce dodrzeli vzajemné poradi prvki. Nové zaznamy tedy budeme pridavat na
konec seznamu.

Lexikograficky Bucketsort

Nyni uvazme piipad, kdy kli¢e nejsou maléd celd ¢isla, nybrz usporadané k-
tice takovych éisel. Ukolem je sefadit tyto k-tice lezikograficky (slovnikové): nejprve
podle prvni soufadnice, v pripadé shody podle druhé, a tak déle.

Praktictéjsi je postupovat opacné: nejprve k-tice setfidit podle posledni sou-
fadnice, pak je stabilné setfidit podle pfedposledni, ... az nakonec podle prvni.
Diky stabilité ziskame lexikografické poradi. Staci tedy k-krat aplikovat predchozi
algoritmus prihradkového tfidéni.

Zadand posloupnost: 173, 753, 273, 351, 171, 172, 059
Po 1. prichodu: 351, 171, 172, 173, 753, 273, 069
Po 2. prichodu: 351, 753, 069, 171, 172, 173, 273
Po 3. prichodu: 069, 171, 172, 173, 273, 351, 753

Obr. 1.2: Pfiklad lexikografického pfihradkového t¥idéni trojic

Algoritmus LEXBUCKETSORT
Vstup: Posloupnost k-tic 1,...,2, € {1,...,7}*

1. S(*I’l,...,flin
2. Proi=kk—-1,...,1:
3. Setfidime S BUCKETSORTem podle i-té soufadnice.

Vystup: Lexikograficky setfidéna posloupnost S

Nyni dokézeme korektnost tohoto algoritmu. Pro prehlednost budeme pisme-
nem /¢ znadit, v kolikdtém prichod cyklem jsme. Bude tedy ¢ =k —i + 1.
Lemma: Po /-tém prichodu cyklem jsou prvky usporadany lexikograficky podle i-té
az k-té souradnice.

Drikaz: Indukci podle ¢

® Pro { =1 jsou prvky usporadany podle posledni soufadnice.

e Po / priuchodech jiz mame prvky setfidény lexikograficky podle i-té
aZ k-té soufadnice. Spoustime (£ 4 1)-ni priichod, tj. budeme tfidit
podle (i —1)-ni soufadnice. Protoze Bucketsort tiidi stabilng, zista-
nou prvky se stejnou (i — 1)-ni soufadnici viic¢i sobé sefazeny tak,
jak byly sefazeny na vstupu. Z indukéniho predpokladu tam vsSak
byly sefazeny lexikograficky podle i-té az k-té soufadnice. Tudiz po
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(¢ + 1)-nim priichodu jsou prvky sefazeny podle (i — 1)-ni az k-té
soutadnice. O

Casové slozitost je k-nésobkem slozitosti Bucketsortu, tedy © (k-(n+7)). Paméti
spotfebujeme ©(nk + r): prvni ¢len je pamét zabrand samotnymi zdznamy, druhy
pamét potfebnd na uloZeni pole pfihradek.

Radixsort

Prihradkové tfidéni pro klice z rozsahu 1,...,r neni efektivni, pokud r je Ta-
dové vétsi nez pocet zaznamu. Tehdy totiz casové slozitosti vévodi ¢as potfebny na
inicializaci a prochazeni pfihradek. Mtzeme si ale pomoci nasledovné.

Cisla zapiSeme v soustavé o vhodném zakladu z. Z kazdého &isla se tak stane
k-tice cifer z rozsahu 0,...,z — 1, kde k = |log, r] + 1. Tyto k-tice pak staci se-
tridit lexikograficky, coz zvladneme k-prichodovym prihradkovym tfidénim v case
O((log. ) - (n +2)) = OGEL - (n + 2)).

log z

Jak zvolit zdklad 2?7 Pokud bychom si vybrali konstantni (tfeba pokazdé cisla
zapisovali v desitkové soustavé), ¢asova slozitost by vysla ©(logr - n). To neni moc
zajimavé, jelikoz pro navzajem rtzné klice méame r > n, takze jsme nepiekonali
slozitost porovnavacich algoritmi.

Uzitecnéjsi je zvolit z = ©(n). Pak dosdhneme slozitosti @(llg% -n). Pokud
by ¢isla na vstupu byla polynomialné velkd vzhledem z n, tedy » < n® pro néjaké
pevné «, byl by logr < alog n, takze ¢asova slozitost by vysla linearni. Polynomialné
velkd celd éisla jde tedy t¥idit v linedrnim case (a také linedrnim prostoru).

Tomuto algoritmu se i1ké ¢islicové tiidént neboli Radizsort.(3
Tiidéni Fetézcu

Myslenku vicepruchodového prihradkového t¥idéni pouzijeme jesté k fazeni re-
tézct znakt. Chceme je usporadat lexikograficky — to definujeme stejné jako pro
k-tice, jen navic musime fici, Ze pokud pfi porovnavani jeden fetézec skonci diiv nez
druhy, ten kratsi bude mensi.

Na vstupu jsme tedy dostali néjakych n fetézcu ry, . .., r, délek potadé £1,..., 4,

Navic ozna¢me ¢ = max; ¢; délku nejdelsiho fetézce a s = ), (¢; + 1) celkovou veli-
kost vstupu (+1 kvli uloZeni délky Fetézce — musime umét uloZit i prazdny Fetézec).
Budeme predpokladat, ze znaky abecedy mame ocislované od 1 do néjakého r.

Kdyby vsechny retézce byly stejné dlouhé, stacilo by je ttidit jako k-tice. To
by mélo slozitost ©(¢n) = ©(s), tedy linedrni v celkové velikosti vstupu.

S ruzné dlouhymi fetézci bychom se mohli vyporadat tak, ze bychom vSechny
doplnili mezerami na stejnou délku (mezerou myslime né&jaky znak, ktery je mensi
nez vSechny ostatni znaky). Slozitost algoritmu bude nadéle ©(¢n), ale to v nékterych
pripadech muze byt i kvadratické ve velikosti vstupu. Uvazme tieba piipad s t fetézci

() Radiz je latinsky kofen, ale zde se tim mysli zaklad pozi¢ni &selné soustavy.
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délky 1 a jednim délky t. To je celkem n =t + 1 Tetézcti o celkové délce s = 2t — 1.
Ttidéni oviem zabere ¢as ©(fn) = O(t?) = O(s?).

Okamzité vidime, kde se vétsina ¢asu travi: pfidavame ohromné mnozstvi mezer
a pak ve vétsiné priichodt vétsinu retézcit hazime do prihradky odpovidajici mezere.
Zkusme algoritmus vylepsit, aby mezery pridaval jen pomyslné a fetézce, které jsou
prilis kratké, v pocatecnich prichodech vibec neuvazoval.

Zacneme tim, Ze fetézce rozt¥idime Bucketsortem do pfihradek (mnozin) P;
podle délky. V j-té pfihradce tedy skonéi fetézce délky j. PFi tom také spocitame /.

Pak budeme provadét ¢ prichodi prihradkového tfidéni proi =¢,¢—1,...,1.
Béhem nich budeme udrzovat seznam Z tak, aby na konci priichodu pro konkrétni ¢
obsahoval vSechny fetézce s délkou alespon ¢, a to sefazené podle ¢-tého az posledniho
znaku. Na konci posledniho priichodu tedy budou v Z vSechny fetézce sefazené
lexikograficky podle vSech znak.

Zbyvéa popsat, jak jeden priichod pracuje. Pouzijeme ptihradky indexované zna-
ky abecedy (@1 az Q) a budeme do nich rozhazovat fetézce podle jejich i-tého zna-
ku. Nejprve rozhazime fetézce délky ¢ z mnoziny P; a pak pridavame vSechny, které
zustaly v seznamu Z z predchoziho prichodu — kratsi fetézce se tak dostaly pred
delsi, jak ma byt. Nakonec vSechny prihradky vysbirame a fetézce naskladame do
nového seznamu 7. Indukci mtizeme nahlédnout, ze seznam Z splnuje pozadované
vlastnosti.

Jesté dodejme, ze fetézce do prihradek nebudeme kopirovat celé, znak po znaku.
Postaci ukladat ukazatele a samotné retézce nechavat netknuté ve vstupni paméti.

Algoritmus TRIDENIRETEZCT

Vstup: Retézce rq,...,7, délek f1,..., ¢, nad abecedou {1,...,r}

1. £+« max(l1,0lo,...,0,) < mazimdlni délka
2. Proi«1,...,¢ 4 rozdelime podle délek
3. P«
4. Pro i< 1,...,n opakujeme:
5. Na konec P, priddme fetézec ;.
6. Z+ 0 < vysledek predchoziho prichodu
7. Proi+ /4, 0—1,...,1: a4 pruchody pro jednotliveé délky
8. Proj«1,...,r: < inicializace prihrddek
9. Qj 0
10. Pro tfetézce u z prihradky P;: 4 noveE, kratsi tetézce
11. Na konec Q,[; pfiddme fetézec u.
12. Pro fetézce v ze seznamu Z: 4 Tetézce z minulého prichodu
13. Na konec Q,[; pfidame fetézec v.
14. Z <+ 0 < wvysbirdme pFihrddky
15. Proj <« 1,... 7
16. Pro fetézce w z prihradky @);:
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17. Na konec seznamu Z pridame fetézec w.
Viystup: Setfidény seznam Fetézcu Z

Jesté stanovime ¢asovou slozitost. Sefazeni fetézct podle délky potrva ©(n+Y).

Prichod pro dané i spotiebuje r krokt na praci s prihradkami a sahne na ty fetézce,
které maji délku alespon i, tedy maji na pozici ¢ néjaky znak.

V souctu pfes vSech ¢ prichodii tedy trva préace s prihradkami ©(¢r) a préce

s Tetézci ©(, ¢;) = O(s) — kazdé sahnuti na fetézec miZzeme nauctovat jednomu
z jeho znakd.

Cely algoritmus proto bézi v ¢ase ©(n + {r + s). Pokud je abeceda konstantné

velkd a vstup neobsahuje prazdné fetézce, miZzeme tuto funkei zjednodusit na O(s).
Algoritmus je tedy linearni ve velikosti vstupu.

Paméti spotfebujeme O(n + s) na fetézce a ©(£ + r) na piihradky. To mizeme

podobné zjednodusit na O(s).

Cviceni

1.

HX

6.3*

Rekurzivni Bucketsort: Lexikografické t¥idéni k-tic by se také dalo provést me-
todou Rozdél a panuj z kapitoly ??: nejprve zdznamy rozdélit do pfihradek
podle prvni soufadnice a pak kazdou prihradku rekurzivné settidit podle zby-
vajicich k£ — 1 soufadnic. Jakou ¢asovou a prostorovou slozitost by mél takovy
algoritmus?

Bucketsort v poli: V implementaci Bucketsortu mtze byt nesikovné ukladat
prihradky jako spojové seznamy, protoze spotiebujeme hodné paméti na ukaza-
tele. Upravte Bucketsort, aby si vystacil se vstupnim polem, vystupnim polem
a jednim nebo nékolika r-prvkovymi poli.

Mize se nékdy v Radixsortu vyplatit zvolit zéklad soustavy rfadové vétsi nez
pocet Cisel?

Tridéni floatd: UvaZzujme éisla typu floating point zadana ve tvaru m - 2¢, kde
m je celo¢iselnd mantisa, e celociselny exponent a plati 224 < m < 22°, —128 <
e < 128. Ovéite, Ze tato Cisla lze ukladat do 32 bith paméti. Rozmyslete si, jaky
rozsah a presnost maji. Navrhnéte co nejrychlejsi algoritmus na jejich tiidéni.
Velké abecedy: Algoritmus TRIDENIRETEZCO neni efektivni pro velké abecedy,
protoze travi prilis mnoho ¢asu preskakovanim prazdnych ptrihradek. Pokuste
se predem predpocitat, ve kterém prichodu budou potfeba které ptihradky.
Dosahnéte slozitosti O(r + s).

Dirou v mnoziné {z1,...,z,} C Z nazveme dvojici (z;, ;) takovou, ze z; < x;
a zadné jiné x nelezi v intervalu [z;, z;]. Chceme nalézt nejvétsi z dér (s ma-
ximalnim z; — x;). Setfidénim mnoziny to jde snadno, ale existuje i linedrni
algoritmus zalozeny na Sikovném déleni do prihradek. Zkuste na néj prijit.

1.5. Prehled tridicich algoritmu

Na zévér uvedeme prehlednou tabulku se souhrnem informaci o jednotlivych
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algoritmus cas pomocnd pamét  stabilni
Insertsort (L.1) 0(n?) o(1) +
Bubblesort (L1} O(n?) O(1) +
Mergesort ([L.%} ?7) O(nlogn) O(n) +
Heapsort (?7?) O(nlogn) o(1) -
Quicksort (77, 77) O(nlogn) @(log n) -
Bucketsort (L4 O(n+r) O(n+r) +
Bucketsort pro k-tice ([C4) Ok -(n+r)) O(n+r) +
Radixsort ([C4) ©(nlog,, ) ©(n) +
Bucketsort pro fetézce [C4) O(s) O(s) +

Obr. 1.3: Prehled tridicich algoritmut
(n je podet prvkd, r rozsah klicd, s délka vstupu)

tridicich algoritmech. Pfidame do ni i nékolik algoritmt, které predstavime az v bu-
doucich kapitolach. U vSech algoritmti uvadime c¢islo oddilu, kde jsou vylozeny.

Poznamky k tabulce:

® Quicksort mé éasovou slozitost ©(nlogn) pouze v pruméru. M-
zeme ale Tici, Ze porovnavame primeérné casové slozitosti, proto-
Ze u ostatnich algoritmi vyjdou stejné jako jejich ¢asové slozitosti
v nejhorsim pripadé.

® Mergesort jde implementovat s konstantni pomocnou paméti za ce-
nu konstantniho zpomaleni, ovSem konstanta je neprakticky velka.
Dale viz cviceni [L.2.5

® Quicksort se da naprogramovat stabilné, ale potfebuje linearné po-
mocné paméti.

® Multiplikativni konstanta u Heapsortu neni pfilis pfizniva a v béz-
nych situacich tento algoritmus na celé ¢afe prohrava s efektivnéjsim
Quicksortem.

Cviceni
1. Navrhnéte algoritmus na zjisténi, jestli se v zadané n-prvkové posloupnosti opa-
kuji nékteré prvky.

2* Dokazte, ze problém z predchozi tlohy vyzaduje v porovndvacim modelu ¢as
alesponi ©(nlogn).

3. Je déna posloupnost cisel. Najdéte nejdelsi tsek, v némz se zadné c¢islo neopa-
kuje. (To je podobné cviceni ??, ale zde neni omezen rozsah prvki.)
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