1. Minimalni kostry

Napadl snih a ptikryl perinou celé méstecko. Po ulicich lze sotva projit pés-
ky, natoz projet autem. Které ulice prohrneme, aby sSlo dojet odkudkoliv kamkoliv,
a pritom nam hazeni snéhu dalo co nejméné prace?

Tato otdzka vede na hledédni minimalni kostry grafu. To je slavny problém,
jeden z téch, které stdly u pomyslné kolébky teorie grafii. Navic je pro jeho FeSeni
znamo hned nékolik zajimavych efektivnich algoritmi. Jim vénujeme tuto kapitolu.

1.1. Od méstecka ke kostre

Predstavme si mapu zasnézeného méstecka z naseho tivodniho piikladu jako
graf. KaZzdou hranu ohodnotime ¢islem — to bude vyjadfovat mnozstvi prace potiebné
na prohrnuti ulice. Hleddme tedy podgraf na vSech vrcholech, ktery bude souvisly
a pouzije hrany o co nejmensim souc¢tu ohodnoceni.

Takovy podgraf jisté musi byt strom: kdyby se v ném nachéazel néjaky cyklus,
smazeme libovolnou z hran cyklu. Tim neporusime souvislost, protoze konce hrany
jsou nadéle propojené zbytkem cyklu. Odstranénim hrany ovSem zlepSime soucet
ohodnoceni, takze ptvodni podgraf nemohl byt optimélni. (Zde jsme pouzili, Ze
odhrnuti snéhu nevyzaduje zadporné mnozstvi prace, ale to snad neni moc troufalé.)

PopiSme nyni problém formalné.

Definice:

e Necht G = (V, E) je souvisly neorientovany graf a w : E — R vé-
hové funkce, kterd pfifazuje hranam ¢isla — jejich vdhy.

e n a m necht jako obvykle znac¢i pocet vrcholii a hran grafu G.

e Vihovou funkci mizeme piirozené rozsifit na podgrafy: Vaha w(H)
podgrafu H C G je soucet vah jeho hran.

® Kostra grafu G je podgraf, ktery obsahuje vSechny vrcholy a je to
strom. Kostra je minimadlni, pokud ma mezi vSemi kostrami nejmen-
§1 vahu.

Jak je vidét z obrézkum jeden graf mize mit vice minimalnich koster. Brzy
dokazeme, zZe jsou-li vdhy vSech hran navzajem riizné, minimalni kostra uz je ur-
¢ena jednoznacné. To znacné zjednodusi situaci, takze ve zbytku kapitoly budeme
unikatnost vah predpokladat.

Cviceni

1. Rozmyslete si, ze pfedpoklad unikatnich vah neni na skodu obecnosti. Ukazte,
jak pomoci algoritmu, ktery unikatnost predpoklada, nalézt jednu z minimalnich
koster grafu s neunikatnimi vahami.
Upravte definici kostry, aby davala smysl i pro nesouvislé grafy.

Dokazte, Ze mosty v grafu jsou pravé ty hrany, které lezi v priniku vSech koster.
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Obr. 1.1: Graf s vahami a dvé z jeho miniméalnich koster

4.  Zmeénime-li vdhu jedné hrany, jak se zméni minimalni kostra?

5% Zname-li minimalni kostru, jak najit druhou nejmensi?

1.2. Jarnikuv algoritmus a fezy

Viibec nejjednodussi algoritmus pro hledani minimélni kostry pochézi z roku
1930, kdy ho vymyslel cesky matematik Vojtéch Jarnik. Tehdy se o algoritmy mé-
lokdo zajimal, takze myslenka zapadla a aZ pozdéji byla nékolikrat znovuobjevena
— proto se algoritmu fik4 téz Primdv nebo Dijkstriiv.

Kostru budeme ,,péstovat® z jednoho vrcholu. Za¢neme se stromem, ktery ob-
sahuje libovolny jeden vrchol a zadné hrany. Pak vybereme nejleh¢i hranu incidentni
s timto vrcholem. Pifidame ji do stromu a postup opakujeme: v kazdém dalsim kroku
pridavame nejlehci z hran, které vedou mezi vrcholy stromu a zbytkem grafu. Takto
pokracujeme, dokud nevznikne celd kostra.

Algoritmus JARNIK
Vstup: Souvisly graf s unikatnimi vahami

1. wg < libovolny vrchol grafu
2. T < strom obsahujici vrchol vy a zddné hrany
3. Dokud existuje hrana uv takové, ze u € V(T') a v € V(T):
4. Nejleh¢i takovou hranu pfidame do T'.
Vystup: Minimalni kostra T’

Tento pristup je typickym prikladem takzvaného hladového algoritmu — v kaz-
dém okamziku vybirdme lokalné nejlepsi hranu a neohlizime se na budoucnost.(!
Hladové algoritmy méalokdy naleznou optimélni feseni, ale zrovna minimélni kostra
je jednim z Fidkych prfipada, kdy tomu tak je. K dikazu se ovsem budeme muset
propracovat.

Spravnost

Lemma: Jarnikiv algoritmus se po nejvyse n iteracich zastavi a vydéa néjakou kostru
zadaného grafu.

vvvvvv

tivy, nebo slovensky pazravy algoritmus.
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Obr. 1.2: Priklad vypoc¢tu Jarnikova algoritmu.

Cerné vrcholy a hrany uz byly ptidany do kostry,
mezi Sedivymi hranami hledame tu nejleh¢i.

H

Diikaz: Graf péstovany algoritmem vznika z jednoho vrcholu postupnym pridavanim
listi, takze je to v kazdém okamziku vypoctu strom. Po nejvyse n iteracich dojdou
vrcholy a algoritmus se musi zastavit.

Kdyby nalezeny strom neobsahoval vSechny vrcholy, musela by diky souvislosti
existovat hrana mezi stromem a zbytkem grafu. Tehdy by se ale algoritmus jesté
nezastavil. (VSimnéte si, ze tuto Gvahu jsme uZ potkali v rozboru algoritmi na
prohledavéani grafu.) O

Minimalitu kostry bychom mohli dokazovat pfimo, ale radéji dokazeme trochu
obecnéjsi tvrzeni o fezech, které se bude hodit i pro dalsi algoritmy.

Definice: Nechf A je néjakd podmnozina vrcholi grafu a B jeji doplnék. Mnoziné
hran, které lezi jednim vrcholem v A a druhym v B, budeme fikat elementdrni fez
ur¢eny mnozinami A a B.

Lemma (fezové): Necht G je graf opatfeny unikdtnimi vahami, R né&jaky jeho ele-
mentarni fez a e nejlehc¢i hrana tohoto fezu. Pak e lezi v kazdé minimalni kostfe
grafu G.

Dikaz: Dokédzeme obménénou implikaci: pokud néjaké kostra T neobsahuje hranu e,
neni minimalni.

Sledujme situaci na obrazku E Ozna¢me A a B mnoziny vrcholu, kterymi je
urcen fez R. Hrana e tudiz vede mezi néjakymi vrcholy a € A a b € B. Kostra T
musi spojovat vrcholy a a b néjakou cestou P. Tato cesta za¢ind v mnoziné A a konci
v B, takze musi alespoii jednou prekrocit fez. Nechf f je libovolna hrana, kde se to
stalo.

Nyni z kostry T" odebereme hranu f. Tim se kostra rozpadne na dva stromy,
z nichz jeden obsahuje a a druhy b. Pfidanim hrany e stromy opét propojime a tim
ziskdme jinou kostru 7”.

Spocitame jeji vahu: w(T") = w(T) — w(f) + w(e). Jelikoz hrana e je nejlehéi
v fezu, musi platit w(f) > w(e). Nerovnost navic musi byt ostra, nebot vahy jsou
unikétni. Proto w(7") < w(T') a T neni minimalni. O
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Obr. 1.3: Situace v dikazu fezového lemmatu

Kazdéa hrana vybrand Jarnikovym algoritmem je pfitom nejlehéi hranou ele-
mentarniho fezu mezi vrcholy stromu 7" a zbytkem grafu. Z fezového lemmatu proto
plyne, Ze kostra nalezend Jarnikovym algoritmem je podgrafem kazdé miniméalni
kostry. Jelikoz vSechny kostry daného grafu maji stejny pocet hran, znamena to, ze
nalezend kostra je vSem minimalnim kostram rovna. Proto plati:

Véta (o minimalni kost¥e): Souvisly graf s unikdtnimi vahami m4 pravé jednu mini-
malni kostru a Jarniktiv algoritmus tuto kostru najde.

Navic vime, ze Jarnikiiv algoritmus vahy pouze porovnava, takze ihned dosté-
vame:

Dusledek: Miniméalni kostra je jednozna¢né urcena usporadanim hran podle vah, na
konkrétnich hodnotach vah nezalezi.

Implementace

Zbyva rozmyslet, jak rychle algoritmus pobézi. Uz vime, Ze probéhne nejvy-
Se n iteraci. Pokud budeme pokazdé zkoumat vSechny hrany, jedna iterace potrva
O(m), takze cely algoritmus pobézi v ¢ase O(nm).

Opakované vybirani minima navadi k pouziti haldy. Mohli bychom v haldé
uchovavat mnozinu vSech hran Fezu (viz cviéeni, ale existuje elegantnéjsi a rychlejsi
zpusob.

Budeme udrzovat sousedni vrcholy — to jsou ty, které lezi mimo strom, ale jsou
s nim spojené alespon jednou hranou. Kazdému sousedovi s pfifadime ohodnocent
h(s). To bude udévat, jakou nejlehéi hranou je soused pfipojen ke stromu.

Vo
I 7 3
1 >T\ ° ?
+<7 ! 4> . .
5 6 6
L ’
Obr. 1.4: Jeden krok vypoctu v Jarnikové algoritmu s haldou

V kazdém kroku algoritmu vybereme souseda s nejnizS$im ohodnocenim a pfi-
pojime ho ke stromu pfislusnou nejlehé¢i hranou. To je presné ta hrana, kterou si
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vybere ptivodni Jarniktiv algoritmus. Poté potiebujeme piepocitat sousedy a jejich
ohodnoceni.

Sledujme obrazek m Vlevo je nakreslen zadany graf s vahami. Uprostfed
vidime situaci v pribéhu vypoctu: tucné hrany uz lezi ve stromu, Sedivé vrcholy
jsou sousedni (¢isla udéavaji jejich ohodnoceni), Sipky ukazuji, kterd hrana fezu je
pro daného souseda nejleh¢i. V tomto kroku tedy vybereme vrchol s ohodnocenim 5,
¢imz pfejdeme do situace nakreslené vpravo.

Pozorovani: Pokud ke stromu ptipojujeme vrchol u, musime pfepocitat sousednost
a ohodnoceni ostatnich vrcholi. Uvazme libovolny vrchol v a rozeberme mozné si-
tuace:

® Pokud byl v soucasti stromu, nemtze se stat sousednim, takze se
0 néj nemusime starat.

® Pokud mezi u a v nevede hrana, v okoli vrcholu v se fez nezméni,
takze ohodnoceni h(v) zistéava stejné.

e Jinak se hrana uv stane hranou fezu. Tehdy:

® Paklize v nebyl sousedni, stane se sousednim a jeho ohod-
noceni nastavime na vadhu hrany uv.

® Pokud uz sousedni byl, bude se do jeho ohodnoceni nové
zapoditavat hrana wv, takze h(v) mize klesnout.

Staéi tedy projit vSechny vrcholy v, do nichz vede z u hrana, a podle potfeby
ucinit v sousedem nebo snizit jeho ohodnoceni.

Na této myslence je zaloZena nasledujici varianta Jarnikova algoritmu. Kromé
ohodnoceni vrcholil si budeme pamatovat jejich stav (uvnit? stromu, sousedni, pti-
padné Gplné mimo) a u sousednich vrcholt pFislusnou nejlehéi hranu. Pfi inicializaci
algoritmu chvili povazujeme pocatecni vrchol za souseda, coz zjednodusi zapis.

Algoritmus JARNIK2
Vstup: Souvisly graf s vahovou funkei w

1. Pro vSechny vrcholy v:

2. stav(v) « mimo
3. h(v) < 400
4. p(v) + nedefinovdno < druhy konec nejlehét hrany
5. vy < libovolny vrchol grafu
6. T « strom obsahujici vrchol vy a zddné hrany
7. stav(vg) < soused
8. h(’UQ) +~0
9. Dokud existuji néjaké sousedni vrcholy:
10. Oznac¢me u sousedni vrchol s nejmensim h(u).
11. stav(u) < uvnitf
12. Pfidame do T hranu {u,p(u)}, pokud je p(u) definovéano.
13. Pro vSechny hrany wv:
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14. Je-li stav(v) € {soused, mimo} a h(v) > w(uv):

15. stav(v) < soused
16. h(v) < w(uv)
17. p(v) + u

Vystup: Minimalni kostra T’

Vsimnéte si, ze takto upraveny Jarnikiv algoritmus je velice podobny Dijkstro-
vu algoritmu na hledani nejkratsi cesty. Jediny podstatny rozdil je ve vypoctu ohod-
noceni vrcholi.

Plati zde tedy vse, co jsme odvodili o slozitosti Dijkstrova algoritmu v oddilu ??.
UloZime-li v§echna ohodnoceni do pole, algoritmus pobézi v ¢ase ©(n?). Pokud misto
pole pouzijeme haldu, kostru najdeme v ¢ase ©(mlogn), ptipadné s Fibonacciho
haldou v ©(m + nlogn).

Cviceni

1.V rozboru implementace jsme navrhovali ulozit vSechny hrany fezu do haldy.
Rozmyslete si vSechny detaily tak, aby vas algoritmus bézel v éase O(mlogn).
Dokazte spravnost Jarnikova algoritmu pfimo, bez pouziti fezového lemmatu.

3. Dokazte, ze Jarnikiv algoritmus funguje i pro grafy, jejichz vahy nejsou unikatni.
Jak by pro takové grafy vypadalo fezové lemma?

1.3. Boruvkuv algoritmus

Inspiraci Jarnikova algoritmu byl algoritmus jesté starsi, objeveny v roce 1926
Otakarem Borivkou, pozdéjsim profesorem matematiky v Brné. MuZeme se na néj
divat jako na paralelni verzi Jarnikova algoritmu: namisto jednoho stromu jich pés-
tujeme vice a v kazdé iteraci se kazdy strom slouci s tim ze svych sousedti, do kterého
vede nejlehéi hrana.

Algoritmus BORUVKA
Vstup: Souvisly graf s unikatnimi vahami

1. T+ (V,0) q zaéneme trividlnim lesem izolovangch vrchold

2. Dokud T neni souvisly:

3. Rozlozime T na komponenty souvislosti 77, ..., T}.

4. Pro kazdy strom 7; najdeme nejleh¢i z hran mezi T; a zbytkem
grafu a oznacime ji e;.

5. Ptiddme do T hrany {e1,...,ex}.

Vystup: Minimalni kostra T’

Spravnost dokdzeme podobné jako u Jarnikova algoritmu.
Véta: Bortuvkiv algoritmus se zastavi po nejvyse |log, n| iteracich a vyda minimalni
kostru.

Dikaz: Nejprve si véimneme, Ze po k iteracich ma kazdy strom lesa T alespon 2*
vrchold. To dokdZeme indukei podle k: na pocatku (kK = 0) jsou vSechny stromy

6 2017-05-18



e 1

bt

l—l—l—ll—l b ]

Obr. 1.5: Piiklad vypoc¢tu Bortavkova algoritmu. Smér
Sipek ukazuje, ktery vrchol si vybral kterou hranu.

A
Y

jednovrcholové. V kazdé dalsi iteraci se stromy slucuji do vétsich, kazdy s alespon
jednim sousednim. Proto se velikosti stromiti pokazdé minimalné zdvojnasobi.

Nejpozdéji po |log, 1| iteracich uz velikost stromti doséhne poétu vSech vrcho-
1, takze mize existovat jen jediny strom a algoritmus se zastavi. (Zde jsme opét
pouzili souvislost grafu, rozmyslete si, jak pfesné.)

Zbyva nahlédnout, Ze nalezend kostra je minimalni. Opét pouzijeme fezové
lemma: kazda hrana e;, kterou jsme vybrali, je nejleh¢i hranou elementarniho fezu
mezi stromem 7; a zbytkem grafu. VSechny vybrané hrany tedy lezi v jednoznac¢né
ur¢ené minimalni kostfe a je jich spravny pocet. (Zde jsme potfebovali unikatnost
vah, viz cviceni [[]) O

Jesté si rozmyslime implementaci. Ukazeme, ze kazdou iteraci lze zvladnout
v linearnim case s velikosti grafu. Rozklad na komponenty provedeme naptiklad
prohledanim do $itky. Poté projdeme vSechny hrany, pro kazdou se podivame, kte-
ré komponenty spojuje, a zapocitdme ji do prubézného minima obou komponent.
Nakonec vybrané hrany pfidame do kostry.
Dusledek: Borivkiv algoritmus nalezne minimélni kostru v ¢ase O(mlogn).
Cviceni
1. Unikatnost vah je u Bortvkova algoritmu dilezita, protoze jinak by v kostie

mohl vzniknout cyklus. Najdéte priklad grafu, kde se to stane. Jak presné pro
takové grafy selZze nas dikaz spravnosti? Jak algoritmus opravit?

2.  Boruvkav algoritmus muZzeme upravit, aby kazdy strom lesa udrzoval zkontra-
hovany do jednoho vrcholu. Iterace pak vypada tak, ze si kazdy vrchol vybere
nejlehéi incidentni hranu, tyto hrany zkontrahujeme a zapamatujeme si, ze pat-
1 do minimalni kostry. Ukazte, jak tento algoritmus implementovat tak, aby
bézel v ¢ase O(mlogn). Jak si poradit s ndsobnymi hranami a smyckami, které
vznikaji pfi kontrakei?

3. Sestrojte priklad grafu, na kterém algoritmus z predchoziho cviceni potiebuje
cas Q(mlogn).

4* Ukazte, ze pokud algoritmus z cviéeniﬂpouiivémme pro rovinné grafy, bézi v case
O(n). Opét je potieba spravné oSetfit ndsobné hrany.
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1.4. Kruskaluv algoritmus a Union-Find

Tteti algoritmus na hleddni minimélni kostry popsal v roce 1956 Joseph Krus-
kal. Opét je zaloZen na hladovém pristupu: zkousi pridavat hrany od nejlehéi po
nejtézsi a zahazuje ty, které by vytvorily cyklus.

Algoritmus KRUSKAL

Vstup: Souvisly graf s unikatnimi vahami

1. Uspofaddme hrany podle vah: w(e1) < ... < w(en).
T + (V,0) < zacneme lesem samych izolovanych vrchold
Proi=1,...,m opakujeme:

u, v < krajni vrcholy hrany e;

CUs W

Pokud u a v lezi v rtiznych komponentach lesa 7"
6. T+ T+e;
Vystup: Minimélni kostra T

l.

T
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Obr. 1.6: Pfiklad vypocétu Kruskalova algoritmu.

Lemma: Kruskaltv algoritmus se zastavi a vyda minimalni kostru.

Dikaz: Koneénost je zfejma z omezeného poctu prichod@ hlavnim cyklem. Nyni
ukazeme, ze hranu e = uv algoritmus prida do T praveé tehdy, kdyz e lezi v minimalni
kostre.

Pokud algoritmus hranu prida, stane se tak v okamziku, kdy se vrcholy u a v
nachézeji v néjakych dvou rozdilnych stromech T, a T, lesa T. Hrana e ptitom lezi
v elementarnim fezu oddélujicim strom 7, od zbytku grafu. Navic mezi hranami
tohoto Fezu musi byt nejlehéi, nebof pripadnou lehé hranu by algoritmus potkal
dfive a uz by stromy spojil. Nyni stac¢i pouzit fezové lemma.

Jestlize naopak algoritmus hranu e nepfida, ¢ini tak proto, Zze hrana uzavira
cyklus. Ostatni hrany tohoto cyklu algoritmus pfidal, takze podle minulého odstavce
tyto hrany lezi v minimalni kostie. Kostra ovSsem zadné cykly neobsahuje, takze v ni
e urcité nelezi. g
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Nyni se zamysleme nad implementaci. TFidéni hran potrva O(mlogm) C
O(mlogn?) = O(mlogn). Zbytek algoritmu potiebuje opakované testovat, zda hra-
na spojuje dva ruzné stromy. Jisté bychom mohli pokazdé prohledat les do sirky, ale
to by trvalo O(n) na jeden test, celkové tedy O(nm).

Opakované prohledavani znamena spoustu zbytecné prace. Les se totiz mezi
jednotlivymi kroky algoritmu méni pouze nepatrné — bud zUstava stejny, nebo do
néj pribude jedna hrana. Neuméli bychom komponenty pribézné prepocitavat? Na
to by se hodila nasledujici datova struktura:

Definice: Struktura Union-Find reprezentuje komponenty souvislosti grafu a umi na
nich provadét nasledujici operace:

e FIND(u,v) zjisti, zda vrcholy u a v lezi v téze komponenté.

e UNION(u, v) pfid4 hranu uw, ¢ili dvé komponenty spoji do jedné.

V kroku E Kruskalova algoritmu tedy provadime operaci FIND a v kroku
UNION. Slozitost celého algoritmu proto muzeme vyjadrit nasledovné:

Véta: Kruskalav algoritmus najde minimalni kostru v ¢ase O(mlogn +m - Ty(n) +
n-Ty,(n)), kde Ty(n) a T,,(n) jsou Casové slozitosti operaci FIND a UNION na grafech
s n vrcholy.

Union-Find s polem

Hledejme nyni rychlou implementaci struktury Union-Find. Nejprve zkusime,
kam nés zavede trividlni pfistup: poridime si pole K, které kazdému vrcholu prifadi
¢islo komponenty. MiiZzeme si ji predstavovat jako barvu vrcholu.

FIND se podiva na barvy vrchold a v konstantnim case je porovna. Veskerou
praci oddfe UNION: pfi slucovani komponent projde vSechny vrcholy jedné kompo-
nenty a prebarvi je.

Procedura FIND(u, v)

1. Odpovime ANO pravé tehdy, kdyz K(u) = K(v).

Procedura UNION(u, v)

1. Pro vSechny vrcholy x:
2. Pokud K (x) = K(u):
3. K(z) + K(v)

FIND probéhne v éase O(1) a UNION v O(n), takZe cely Kruskaliv algoritmus
potrva O(mlogn +m +n?) = O(mlogn + n?).

Kvadraticka slozitost nas sotva uspokoji. MuZeme se pokusit precislovavani

komponent zrychlit (viz cviéeniﬂ), ale misto toho radéji zménime reprezentaci struk-
tury.

Union-Find s kefiky

Kazdou komponentu budeme reprezentovat stromem orientovanym smérem do
kotfene. Témto stromim budeme fikat keriky, abychom je odlisili od stromi, s nimiz
pracuje Kruskaliv algoritmus.
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Vrcholy kazdého ketiku budou odpovidat vrcholtim pfislusné komponenty. Hra-
ny nemusi odpovidat hrandm ptvodniho grafu, jejich podoba zélezi na historii ope-
raci s nasi datovou strukturou.

Do paméti mizeme ketiky ukladat pfimocare: kazdy vrchol v si bude pamatovat
svého otce P(v), pfipadné n&jakou specidlni hodnotu ), pokud je kofenem.

Obr. 1.7: Komponenta a jeji reprezentace kefikem

Operace FIND vystoupé z kazdého vrcholu do kotene kefiku a porovna koreny:
Procedura KOREN(z)
1. Dokud P(z) # 0:

2. x + P(x)
3. Vratime koren x.

Procedura FIND(u, v)

1. Vrétime ANO pravé tehdy, kdyz KOREN(u) = KOREN(v).

Hledéni kotene, a tim padem i operace FIND trvaji linearné s hloubkou keriku.

Operace UNION sloué¢i komponenty tak, ze mezi kofeny kefikti natdhne novou
hranu. Mtze si pfitom vybrat, ktery koten pfipoji pod ktery — oboji bude spravné.
Ukéazeme, zZe vhodnou volbou udrzime kefiky mélké a FIND rychly.

Udélame to takto: Do kofene kazdého kefiku ulozime &islo H (v), jeZ bude fikat,
jak je tento kefik hluboky. Na poc¢atku maji vsechny kefiky hloubku 0. Pfi slucovani
ketik pfipojime méléi kefik pod kofen toho hlubsiho a hloubka se nezméni. Jsou-
-li oba stejné hluboké, rozhodneme se libovolné a kefik se prohloubi. UNION bude
vypadat takto:

Procedura UNION(u, v):

1. a + KOREN(u), b < KOREN(v)
2. Je-li a = b, ihned skoncime.

3. Pokud H(a) < H(b):

4. P(a) « b

5. Pokud H(a) > H(b):

6. Pb) «+a

7. Jinak:

8. P(b) < a
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9. H(a) + H(a) +1
Ted ukédZeme, Ze naSe slu¢ovaci pravidlo zarudéi, Ze kefiky jsou vidy mélké (a za-
slouzi si svlyj nazev).
Invariant: Kefik hloubky % obsahuje alespoii 2" vrcholi.

Dikaz: Budeme postupovat indukci podle poctu operaci UNION. Na pocatku algo-
ritmu maji v8echny keiiky hloubku 0 a 2° = 1 vrchol.

Nechf nyni provddime UNION(u,v) a hloubky obou kefika jsou rtzné. Pfipo-
jenim méléiho kefiku pod kofen toho hlubsiho se hloubka nezméni a pocet vrcholid
neklesne, takze nerovnost stale plati.

Pokud maji oba ketfiky tutéz hloubku h, vime z indukéniho predpokladu, ze
kazdy z nich obsahuje minimalné 2" vrchold. Jejich sloucenim tudiz vznikne ke¥ik
hloubky h + 1 o alespon 2 - 2" = 2"*1 yrcholech. Nerovnost je tedy opét splnéna. [

Dusledek: Hloubky kerikt nepiekroci logn.

Diikaz: Strom veétsi hloubky by podle invariantu obsahoval vice nez n vrchold. O

Véta: Casova slozitost operaci UNION a FIND v keifkové reprezentaci je O(logn).

Diikaz: Hledani kofene kefiku zabere ¢as linedrni s jeho hloubkou, tedy O(logn). Obé
operace datové struktury provedou dvé hledani kofene a O(1) dalsich operaci. O

Dusledek: Kruskaluv algoritmus s kefikovou strukturou pro Union-Find najde mini-
malni kostru v éase O(mlogn).

Cviceni

1. Dokazte spravnost Kruskalova algoritmu pfimo, bez pouziti fezového lemmatu.

2. Fungoval by Kruskaliv algoritmus pro neunikatni vahy hran?

3. Datovéa struktura pro Union-Find s polem by se dala zrychlit tim, ze bychom
pokazdé precislovavali tu mensi z komponent. Dokazte, Ze pak je béhem zivota
struktury kazdy vrchol pfeéislovan nejvyse (logn)-krat. Co z toho plyne pro slo-
Zitost operaci? Nezapomente, Ze je potieba efektivné zjistit, kterd z komponent
je mensi, a vyjmenovat jeji vrcholy.

4. Jaka posloupnost UNIONT odpovidéa obrazku m

1.5.* Komprese cest

Ketikovou datovou strukturu mizeme déle zrychlovat. Kruskaltv algoritmus
tim sice nezrychlime, protoze nas stejné brzdi t¥idéni hran. Ale co kdybychom hrany
dostali uz setfidéné, nebo jejich vahy byly celociselné a slo je tiidit prihradkové?
Tehdy mtzeme operace s kefiky zrychlit jesté jednim trikem: kompresi cest.

Kdykoliv hleddme kofen néjakého keriku, travime tim ¢as linearni v délce cesty
do korene. Kdyz uz to délame, zkusme pii tom strukturu trochu vylepsit. Vsechny
vrcholy, pres které jsme prosli, prevésime rovnou pod koren. Tim si uSetfime praci
v budoucnosti.
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Procedura KORENSKOMPRESI(z)

1. r < KOREN(x)
2. Dokud P(z) # r:
3 t + P(x)

4. P(z) <

5 T4t

6. Vratime kofen 7.

Pozor na to, ze pfevésenim vrcholi mohla klesnout hloubka kefiku. Ulozené
hloubky, které pouzivime v UNIONech, tim padem prestanou souhlasit se skutec-
nosti. Misto abychom je pfepocitavali, nechdme je byt a pfejmenujeme je. Budeme
jim fikat ranky a budeme s nimi zachazet iplné stejné, jako jsme predtim zachéazeli
s hloubkami.(?

Podobné jako u ptvodni struktury bude platit nasledujici invariant:

Invariant R: Kerik s kofenem ranku » ma hloubku nejvyse r a obsahuje alespon 2"
vrchold.

Drikaz: Indukcei podle poétu operaci UNION. Komprese cest neméni ani rank kofene,
ani pocet vrchold, takze se ji nemusime zabyvat. (]

Ranky jsou tedy stejné jako hloubky nejvyse logaritmické, takze slozitost opera-
ci v nejhorsim ptipadé zistava O(logn). Ukdzeme, Ze pramérnd slozitost se vyrazné
snizila. (To je typicky piiklad takzvané amortizované sloZitosti, s niz se blize setkdme
v kapitole ??.)

Definice: VéZovou funkci 21 k definujeme nasledovné: 210 = 1, 21(k + 1) = 22T*,
Definice: Iterovany logaritmus log" z je inverzi v&zové funkce. Ud4va nejmensi k
takové, ze 2Tk > .

Priklad: Funkce 21 k roste pfimo zavratné:

211 =2,
212=22=4
213=2*=16

214 =26 = 65536
2T5 _ 265 536 ~ 1019 728

Iterovany logaritmus libovolného ,rozumného* ¢isla je tedy nejvyse 5.

Véta: Ve struktufe s kompresi cest na n vrcholech trva provedeni n — 1 operaci
UNION a m operaci FIND celkové O((n + m) - log™ n).

Ve zbytku tohoto oddilu vétu dokazeme.

2 Anglicky rank by se dal do ¢estiny pielozit jako hodnost. V linearni algebie se
pojem hodnosti pouziva, ale pfi studiu datovych struktur byva zvykem pouzivat
puvodni anglicky termin.
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Pro potieby dikazu budeme uvazovat ranky vsech vrcholl, nejen korenil —
kazdy vrchol si ponese sviij rank z doby, kdy byl naposledy kofenem. Struktura
sama se ovSem podle rankd vnitfnich vrchold nefidi a nemusi si je ani pamatovat.
Dokazme dva invarianty o rankach vrchold.

Invariant C: Na kazdé cesté z vrcholu do kofene pfislusného kefiku ranky ostie
rostou. Jinymi slovy rank vrcholu, ktery neni kofen, je mensi, nez je rank jeho otce.
Diikaz: Pro jednovrcholové kefiky tvrzeni jisté plati. Dale se kefiky méni dvojim
zpusobem:

Priddni hrany v operaci UNION: Necht pfipojime vrchol b pod a. Cesty do
kotene z vrcholti, které puvodné lezely pod a, zlistanou zachovany, pouze se vrcholu a
mohl zvysit rank. Cesty z vrcholi pod b se rozsifi o hranu ba, na které rank v kazdém
ptipadé roste.

Komprese cest nahrazuje otce vrcholu jeho vzdalenéjsim predkem, takze se
rank otce miiZe jediné zvysit. 0

Invariant P: Pocet vrcholii ranku r nepfesdhne n/2".

Diikaz: Kdybychom nekomprimovali cesty, bylo by to snadné: vrchol ranku 7 by mél
alespoil 2" potomkii (dokud je kofenem, plyne to z invariantu R; jakmile pfestane
byt, potomci se uz nikdy nezméni). Navic diky invariantu C nemd zadny vrchol
vice predkt ranku r, takze v kefiku najdeme tolik disjunktnich podkefikt velikosti
alespon 27, kolik je vrchold ranku 7.

Komprese cest nemtize invariant porusit, jelikoz neméni ani ranky, ani rozhod-
nuti, jak probéhne ktery UNION. |

Nyni vrcholy ve struktuie rozdélime do skupin podle ranki: k-t4 skupina bu-
de tvofena témi vrcholy, jejichz rank je od 21(k — 1) + 1 do 21k. Vrcholy jsou
tedy rozdéleny do 1+ log* logn skupin (nezapometite, ze ranky nepresahuji logn).
Odhadnéme nyni shora pocet vrcholt v k-té skupiné.

Invariant S: V k-té skupiné lezi nejvyse n/(21 k) vrcholi.
Diikaz: Secteme odhad n/2" z invariantu P pfes vSechny ranky ve skuping:

o0

n n n < n 1 n 1 n
221 (k—1)+1 + 221 (k—1)+2 oot 221k = 927(k—1) 25 T 92f(k—1) T 21k
1=

O

Diikaz véty: Operace UNION a FIND potfebuji nekonstantni ¢as pouze na vystoupani
po cesté ze zadaného vrcholu do kofene kefiku. Cas straveny na této cesté je p¥imo
amérny poc¢tu hran cesty. Cela cesta je pfitom rozpojena a vSechny vrcholy lezici
na ni jsou pfepojeny pfimo pod kofen kefiku.

Hrany cesty, které spojuji vrcholy z rtiznych skupin (takovych je O(log" n)),
natctujeme pravé provadéné operaci. Celkem jimi tedy stravime ¢as O((n + m) -
log* n). Zbylé hrany budeme poéitat pies celou dobu b&hu algoritmu a uctovat je
vrcholdm.
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Uvazme vrchol v v k-té skupin€, jehoz rodic lezi také v k-té skupiné. Jelikoz
hrany na cestach do kofene ostfe rostou, kazdym piepojenim vrcholu v rank jeho
rodiCe vzroste. Proto po nejvyse 21k prepojenich se bude rodi¢ vrcholu v nachéazet
v nékteré z vyssich skupin. Jelikoz rank vrcholu v se uz nikdy nezméni, bude hrana
z v do jeho otce jiz navzdy hranou mezi skupinami. Kazdému vrcholu v k-té skupiné
tedy natuctujeme nejvyse 21k prepojeni a jelikoz, jak uz vime, jeho skupina obsa-
huje nejvyse n/(271 k) vrchold, natétujeme celé skupiné ¢as O(n) a véem skupindm
dohromady O(nlog* n). O

Dodejme, ze komprese cest se ve skutec¢nosti chova jesté lépe, nez jsme dokazali.
Spravnou funkci, kterd popisuje rychlost operaci, neni iterovany logaritmus, ale jesté
mnohem pomaleji rostouci inverzni Ackermannova funkce. Rozdil se nicméné projevi
az pro nerealisticky velké vstupy a dikaz piislusné véty je zcela mimo moznosti
naseho tvodniho textu.

1.6. Dalsi cviéeni

1.  Vymyslete algoritmus na hledani kostry grafu, v némz jsou vahy hran pfirozena
¢isla od 1 do 5.

2* Rozmyslete si, jak v pfipadé, kdy vahy nejsou unikatni, najit vsechny minimalni
kostry. Jelikoz koster mize byt mnoho (pro tplny graf s jednotkovymi vahami
jich je n"~2), snazte se o co nejlepsi slozitost v zévislosti na velikosti grafu
a poc¢tu minimalnich koster.

3. Jak hledat minimalni kostru za predpokladu, zZe se urcené vrcholy musi stat
jejimi listy? Jako dalsi listy muzete vyuzivat i neoznacené vrcholy.

4*  Rekonstrukce metriky: Mé&jme strom na mnoziné {1,...,n} s ohodnocenymi
hranami. Metrika stromu je matice, kterd na pozici ¢, 7 udava vzdalenost mezi
vrcholy ¢ a j. Vymyslete algoritmus, jenz sestroji strom se zadanou metrikou,
pripadné odpovi, Ze takovy strom neexistuje.
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