1. Vyhledavaci stromy

V kapitole ?? jsme se vydali po stopé datovych struktur pro efektivni repre-
zentaci mnozin a slovnikid. To nas nyni dovede k riznym variantam vyhledavacich
stromi. Za¢neme témi binarnimi, ale pozdéji zjistime, Ze se muze hodit uvazovat
o stromech obecnéji.

1.1. Binarni vyhledavaci stromy

Mnozinu mizeme ulozit do usporadaného pole. V ném uz umime v logaritmic-
kém case vyhledavat, ovsem jakakoliv zména je pomaléd. Pokusime se proto od pole
niho vyhledavani pomoci rozhodovacich stromii. Ty uz se ndm hodily v oddilu ??:
dokazali jsme pomoci nich, Zze binarni vyhledavani je optimalni.

Pripomenme si, jak takovy rozhodovaci strom sestrojit. Kofen popisuje prvni
porovnani: lezi v ném prostiedni prvek pole a ma dva syny — levého a pravého. Ti
odpovidaji dvéma moznym vysledktim porovnéani: pokud je hledand hodnota mensi,
jdeme doleva; pokud veétsi, tak doprava. Nasledujici vrchol nam fekne, jaké dalsi
porovnani mame provést, a tak dale az do doby, kdy budto nastane rovnost (takze
jsme nasli), nebo se pokusime pfejit do neexistujiciho vrcholu (takze hledand hodnota
v poli neni).

Pro tspésné vyhledavani pfitom nepotfebujeme, abychom pii konstrukei stro-
mu pokazdé vybirali prostfedni prvek intervalu. Pokud bychom volili jinak, dosta-
neme odlisny strom. Pomoci néj také ptijde hledat, jen mozné pomaleji — to je vidét
na nésledujicim obrazku.

Obr. 1.1: Dva binarni vyhledéavaci stromy a jejich znaceni

Co v8echno musi strom spliiovat, aby se podle néj dalo hledat, pretavime do
nasledujicich definic. Nejprve pripomeneme definici binarniho stromu z oddilu ?7:

Definice: Strom nazveme bindrni, pokud je zakofenény a kazdy vrchol ma nejvyse
dva syny, u nichz rozlisujeme, ktery je levy a ktery pravy.

Znaceni: Pro vrchol v bindrniho stromu 7" znac¢ime:
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e T'(v) — podstrom obsahujici vrchol v a vSechny jeho potomky

e ((v) a r(v) — levy a pravy syn vrcholu v

e L(v)a R(v)—levy a pravy podstrom vrcholu v, tedy T'(¢(v)) a T'(r(v))
® h(v) — hloubka stromu T'(v), ¢ili maximum z délek cest z v do listt

Pokud vrchol nemé levého syna, poloZime £(v) = r(v) = ). Pak se hodi dodefinovat,
ze T(0) je prazdny strom a h(0)) = —1.
Definice: Bindrni vyhleddvact strom (BVS) je bindrni strom, jehoz kazdému vrcholu v
prifadime unikétni kli¢ k(v) z univerza. P¥itom musi pro kazdy vrchol v platit:

e Kdykoliv a € L(v), pak k(a) < k(v).

e Kdykoliv b € R(v), pak k(b) > k(v).

Jinak feceno, vrchol v oddéluje klice v levém a pravém podstromu.
Zakladni operace

Pomoci vyhledévacich stromd mizeme pfirozené reprezentovat mnoziny: klice
ulozené ve vrcholech budou odpovidat prvkiim mnoziny. A kdybychom misto mno-
ziny chtéli slovnik, pfiddme do vrcholu hodnotu pfifazenou danému klici.

Nyni ukazeme, jak provadét jednotlivé mnozinové operace. Jelikoz stromy jsou
definované rekurzivné, je pfirozené zachazet s nimi rekurzivnimi funkcemi. Dobfe je
to vidét na nasledujici funkci, ktera vypise vsechny prvky mnoziny.

Procedura BvsSHOW (uspotfddany vypis BVS)

Vstup: Kofen BVS v

1. Pokud v = (), jedné se o prazdny strom a hned skondéime.
2. Zavoldme BvsSHOW({(v)).

3. Vypiseme kli¢ ulozeny ve vrcholu v.

4. Zavolame BvsSHOW(r(v)).

Pokazdé tedy projdeme levy podstrom, pak koren, a nakonec pravy podstrom.
To ndm dava tak zvané symetrické poradi vrchol (nékdy také in-order). Jejich klice
pritom vypisujeme od nejmensiho k nejvétsimu.

Hleddnt vrcholu s danym kliéem x prochézi stromem od korene a kazdy vrchol v
porovnd s x. Pokud je z < k(v), pak se podle definice nemtize x nachazet v pravém
podstromu, takze zamifime doleva. Je-li naopak x > k(v), nic nepokazime krokem
doprava. Casem tedy x najdeme, anebo vylouéime vSechny moznosti, kde by se
mohlo nachazet.

Algoritmus formulujeme jako rekurzivni funkci, kterou vzdy volame na kofen
néjakého podstromu a vrati nam nalezeny vrchol.

Procedura BvsFIND (hledéni v BVS)
Vstup: Kofen BVS v, hledany kli¢ x

1. Pokud v = 0, vratime 0.
2. Pokud z = k(v), vratime v.
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3. Pokud z < k(v), vratime BVSFIND({(v), x).
4. Pokud z > k(v), vratime BVSFIND(r(v), z).
Vijstup: Vrchol s klicem x, anebo ()

Minimum z prvkt mnoziny spocteme snadno: pijdeme stale doleva, dokud je
kam. Kli¢e mensi nez ten aktudlni se totiz mohou nachéazet pouze v levém podstromu.

Procedura BvsMIN (minimum v BVS)
Vstup: Kofen BVS v

1. Pokud ¢(v) = @, vratime vrchol v.
2. Jinak vratime BvSMIN({(v)).
Vystup: Vrchol obsahujici nejmensi kli¢

Vkldadani nového prvku funguje velmi podobné jako vyhledavani, pouze v oka-
mziku, kdy by vyhledévaci algoritmus mél prejit do neexistujiciho vrcholu, pfipojime
tam novy list. Rozmyslime si, ze to je jediné misto, kde podle definice novy prvek smi
lezet. Operaci opét popiSeme rekurzivné. Funkce dostane na vstupu koten (pod)stro-
mu a vrati novy koren.

Procedura BvsINSERT (vkladani do BVS)
Vstup: Korfen BVS v, vkladany kli¢ x

1. Pokud v = 0, vytvoiime novy vrchol v s klicem z a skonéime.

2. Pokud z < k(v), polozime ¢(v) <— BVSINSERT({(v), z).

3. Pokud z > k(v), polozime r(v) < BVSINSERT(7(v), x).

4. Pokud z = k(v), kli¢ = se ve stromu jiz nachdzi a neni tfeba nic
meénit.

Vystup: Novy kofen v

Pfi mazdni mtize nastat nékolik riiznych pfipadt (viz obrézekm. Necht v je
vrchol, ktery chceme smazat. Je-li v list, mizeme tento list prosté odstranit, ¢imz
provedeme operaci opa¢nou k BVSINSERTu. Méa-li v pravé jednoho syna, postaci v
,vystfihnout“, tedy nahradit synem.

Osemetny je pfipad se dvéma syny. Tehdy nemtzeme v jen tak smazat, nebot by
syny nebylo kam pfipojit. Proto nalezneme néslednika s vrcholu v, coz je nejlevéjsi
vrchol v pravém podstromu. Ten mé nejvyse jednoho syna, takze smazeme s misto v
a jeho hodnotu pfesuneme do v.

Procedura BvSDELETE (mazani z BVS)
Vstup: Kofen BVS v, mazany kli¢ =

1. Pokud v = @, vratime 0. Q kli¢ z ve stromu nebyl

Pokud « < k(v), polozime £(v) < BVSDELETE({(v), ).

Pokud x > k(v), polozime r(v) <~ BVSDELETE(r(v), x).

Pokud = = k(v): < chystame se smazat vrchol v
Pokud £(v) = r(v) = 0, vratime 0. < byl to list
Pokud £(v) = 0, vratime r(v). < existoval jen pravy syn

ATl S 2
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Obr. 1.2: Rizné situace pfi mazani.
Nejprve mazeme vrcholy 2 a 4, poté 3.

7. Pokud r(v) = 0, vrétime £(v). < existoval jen levy syn
8. s + BvSMIN(r(v)) a4 mdme oba syny: nahradime
ndslednika s
9. k(v) « k(s)
10. r(v) < BVSDELETE(r(v), s)
11. Vratime v.

Viystup: Novy kotfen v
Vyvazenost stromu

Zamysleme se nad slozitosti stromovych operaci pro strom na n vrcholech.

BvsSHOW projde vSechny vrcholy a v kazdém stravi konstantni ¢as, takze bézi
v ¢ase ©(n).

Ostatni operace projdou po néjaké cesté od kofene smérem k listtim, a to budto
dvakrat. Jejich ¢asova slozitost v nejhorsim p¥ipadé proto bude ©(hloubka stromu).

Hloubka ovsem zévisi na tom, jak moc je strom ,kosaty“. V piiznivém piipadé
vyjde sympatickych O(logn), jenze dalsimi operacemi mize strom degenerovat. Na-
priklad za¢neme-li s prazdnym stromem a postupné vlozime klice 1,...,n v tomto
pofadi, vznikne ,lidna“ hloubky ©(n).

Budeme se proto snazit stromy vyvaZovat, aby jejich hloubka pftilis nerostla.
Zkusme se opét drzet paralely s binarnim vyhledavanim.

Definice: Binarni vyhledavaci strom nazveme dokonale vyvdZeny, pokud pro kazdy
jeho vrchol v plati
1L()| = |P@)]| < 1.

Jinymi slovy pocet vrcholt levého a pravého podstromu se smi lisit nejvyse o 1.

Pozorovani: Dokonale vyvazeny strom mé hloubku |log,n], jelikoZ na kterékoliv
cesté z korene do listu klesa velikost podstromi s kazdym krokem alesponi dvakrat.

Dokonale vyvazeny strom tedy zarucuje rychlé vyhledavani. Navic pokud vSech-
ny prvky mnoziny zname predem, mizeme si takovy strom snadno poridit: z uspo-
fadané posloupnosti ho vytvofime v linedrnim ¢ase (cviceni E) Tim bohuzel dobré
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zpravy kondéi: ukdzeme, Ze po vlozeni nebo smazani vrcholu nelze dokonalou vyva-
Zenost obnovit rychle.

Véta: Pro kazdou implementaci operaci INSERT a DELETE udrzujicich strom doko-
nale vyvazeny plati, Ze INSERT nebo DELETE trva Q(n).

Diikaz: Nejprve si predstavime, jak bude vypadat dokonale vyvazeny BVS s kli¢i
1,...,n, kde n = 2 — 1. Sledujme obrazek E Tvar stromu je urcen jednoznacné:
Kofenem musi byt prostfedni z klicd (jinak by se levy a pravy podstrom kofene
ligily o vice nez 1 vrchol). Levy a pravy podstrom proto maji pravé (n —1)/2 =
2kF=1 _1 vrchold, takze jejich koFeny jsou opét uréeny jednoznacéné a tak dale. Navic
si v§imneme, Ze vSechna licha ¢isla jsou umisténa v listech stromu.

Obr. 1.3: Dokonale vyvazeny BVS

Nyni na tomto stromu provedeme nasledujici posloupnost operaci:
INSERT(n + 1), DELETE(1), INSERT(n + 2), DELETE(2), ...

Po provedeni i-té dvojice operaci bude strom obsahovat hodnoty i + 1,...,7 + n.
Podle toho, zda je i sudé nebo liché, se budou v listech nachézet bud vSechna suda,
nebo vSechna licha ¢isla. Pokazdé se proto vS§em vrcholiim zméni, zda jsou listy, na
coz je potieba upravit 2(n) ukazateld. Tedy aspori jedna z operaci INSERT a DELETE
trva Q(n). O

Cvicéeni

1. Rekurze je pro operace s BVS pfirozena, ale v nékterych programovacich jazy-
cich je pomalejsi nez obycejny cyklus. Navrhnéte, jak operace s BVS naprogra-
movat nerekurzivné.

2. Misto vrcholu se dvéma syny jsme mazali jeho néslednika. Samoziejmé bychom
si misto toho mohli vybrat pfedchidce. Jak by se algoritmus zménil?

3. Navrhnéte algoritmus, ktery ze setfidéného pole vyrobi v linedrnim case doko-
nale vyvazeny BVS.

4. Navrhnéte algoritmus, ktery v linedrnim c¢ase zadany BVS dokonale vyvazi.
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53 VyfeSte predchozi cvifeni tak, aby vam kromé zadaného stromu stacilo kon-
stantni mnozstvi paméti. Pokud nevite, jak na to, zkuste to nejprve s logarit-
mickou paméti.

6* Ukazali jsme, ze dokonale vyvazeny strom o 2¥ — 1 vrcholech je tplng — viech k
hladin obsahuje nejvyssi mozny pocet vrcholt. Dokazte, ze ostatni dokonale vy-
vazené stromy maji podobnou strukturu, jen na posledni hladiné mohou nékteré
vrcholy chybét.

7. Zatim jsme predpokladali, ze klice je mozné porovnavat v konstantnim case.
Jak to dopadne, pokud kli¢e budou tieba Fetézce o £ znacich? Stanovte slozitost
vyhledavani a srovnejte ji s hledanim v pismenkovém stromu z oddilu ?7?.

8. Navrhnéte algoritmus, ktery dostane dva BVS T7, T5 a sloudi jejich obsah do
jediného BVS. Algoritmus by mél pracovat v ¢ase O(|T1| + |T3]).

9. Navrhnéte operaci BvSSPLIT, kterd dostane BVS T' a hodnotu s, a rozdéli strom
na dva BVS T7 a T, takové, Ze hodnoty v 17 jsou mensi neZz s a hodnoty v T5
jsou vétsi nez s.

10. Nase tvrzeni o narocnosti operaci INSERT a DELETE v dokonale vyvazeném
stromu lze jesté zesilit. Dokazte, Ze linedrni musi byt slozitost obou operaci.

11. Ukazte, jak zjistit ndslednika daného vrcholu, tedy vrchol s nejblizsi vétsi hod-
notou.

12. Dokazte, ze projdeme-li cely strom opakovanym hledanim naslednika, stravime
tim cas O(n).

13X Usporné stromy: Obvykla reprezentace BVS v paméti potfebuje v kazdém vr-
cholu 3 ukazatele: na levého syna, na pravého syna a na otce. Ukazte, jak si
vystacit se dvéma ukazateli. Ptivodni 3 ukazatele by z téch vasich mélo jit spo-
¢itat v konstantnim case.

1.2. Hloubkové vyvazeni: AVL stromy

Zjistili jsme, ze dokonale vyvazené stromy nelze efektivné udrzovat. Divodem
je, zZe jejich definice velmi striktné omezuje tvar stromu, takze i vloZeni jediného klice
miuze vynutit pfebudovani celého stromu. Zavedeme proto o trochu slabsi podminku.

Definice: Binarni vyhleddvaci strom nazveme hloubkové vyvdzZeny, pokud pro kazdy
jeho vrchol v plati
|h(¢(v)) = h(r(v))] < 1.

Jinymi slovy, hloubka levého a pravého podstromu se vzdy lisi nejvyse o jedna.

Stromim s hloubkovym vyvazenim se ¥ikd AVL stromy, nebof je vymysleli v ro-
ce 1962 rusti matematici Georgij Maximovié¢ Adélson-Velskij a Jevgenij Michailovi¢
Landis. Nyni dokadzeme, ze AVL stromy maji logaritmickou hloubku.
Tvrzeni: AVL strom na n vrcholech mé hloubku ©(logn).
Diikaz: Nejprve pro kazdé h > 0 stanovime Ay, coz bude minimalni moZny pocet
vrcholt v  AVL stromu hloubky h, a dokdZeme, Ze tento pocet roste s hloubkou
exponencialné.
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Ap=1 Ap=Ap1 +Ap2+1

Of/\/ﬁﬁ

Obr. 1.4: Minimalni AVL stromy
pro hloubky 0 az 3 a obecny pfipad

Pro malé h staci rozebrat mozné pripady podle obrazku E

Pro vétsi h uvazujme, jak mize minimalni AVL strom o h hladinich vypadat.
Jeho kofen musi mit dva podstromy, jeden z nich hloubky h—1 a druhy hloubky h—2
(kdyby mél také h — 1, mél by zbyte¢né mnoho vrcholit). Oba tyto podstromy musi
byt minimalni AVL stromy dané hloubky. Musi tedy platit A, = Ap_1 + Ap_2 + 1.

Tato rekurence pripominé Fibonacciho posloupnost z oddilu ??. Vskutku: plati
Ap = Fpy3 — 1, kde Fy, je k-té Fibonacciho ¢islo. Z toho bychom mohli ziskat expli-
citni vzorec pro Ay, ale pro dikaz naseho tvrzeni postaci jednodussi asymptoticky
odhad.

Dokéazeme indukei, ze A, > 2//2. Jisté je Ag=1>20/2=1a A, =2>21/2 =
1.414. Indukéni krok pak vypada nasledovné:

[N

Ap =14 A1+ Ap_y>2"7 +2"7 =25 . (272 +271) > 25 .12 > 2%,
Tim jsme dokazali, ze Ay > ch pro ¢ = V2. Proto AVL strom o n vrcholech
miize mit nejvyse log, n hladin — kdyby jich mél vice, obsahoval by vice nez '8 ™ = n
vrchold.
Zbyva dokazat, ze logaritmickd hloubka je také nutna. K tomu dojdeme po-
dobné: nahlédneme, Ze nejvétsi mozny AVL strom hloubky A je Gplny bindrni strom
s 2"+1 — 1 vrcholy. TudiZ minimalni mozna hloubka AVL stromu je Q(logn). |

VyvazZovani rotacemi

Jak budou vypadat operace na AVL stromech? FIND bude totozny. Operace
INSERT a DELETE za¢nou stejné jako u obecného BVS, ale poté jesté ovéri, zda
strom ztstal hloubkové vyvazeny, a pripadné zasdhnou, aby se vyvazenost obnovila.

Abychom poznali, kdy je zasah potfeba, budeme v kazdém vrcholu v udrzovat
¢islo 6(v) = h(r(v)) — h(£(v)). To je takzvané znaménko vrcholu, které v korektnim
AVL stromu muzZe nabyvat jen téchto hodnot:

¢ 0(v) =1 (pravy podstrom je hlubsi) — takovy vrchol znadime +,
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¢ §(v) = —1 (levy podstrom hlubsi) — zna¢ime —,

¢ §(v) = 0 (oba podstromy stejné hluboké) — znacime 0.

Jakmile narazime na jiné d(v), strom opravime provedenim jedné nebo vice
rotaci.

Rotace je operace, ktera ,oto¢i“ hranu mezi dvéma vrcholy a pfepoji jejich
podstromy tak, aby byli i nadale synové vzhledem k otciim spravné uspofadani. To
Ize provést jedinym zptisobem, ktery najdete na obrazku E

Casto také potkame dvojitou rotaci z obrazku [Lg Tu lze slozit ze dvou jedno-
duchych rotaci, ale byva prehlednéjsi uvazovat o ni vcelku jako o ,,prekofenéni“ celé
konfigurace za vrchol y.

()
AAND AL

Obr. 1.5: Jednoduché rotace

Obr. 1.6: Dvojita rotace

Vkladani do stromu

Novy prvek vlozime jako list se znaménkem 0. Tim se z prazdného podstro-
mu hloubky —1 stal jednovrcholovy podstrom hloubky 0, takZze muze byt potieba
prepocditat znaménka na cesté ke kofeni.

Proto se budeme vracet do kofene a propagovat do vyssich pater informaci
o tom, Ze se podstrom prohloubil. (To miZeme elegantné provést béhem névratu
z rekurze v proceduie BVSINSERT.)

Ukézeme, jak bude vypadat jeden krok. Necht do néjakého vrcholu z prisla
z jeho syna informace o prohloubeni podstromu. Bez Gjmy na obecnosti se jednalo
o levého syna; v opac¢ném pripadé provedeme vse zrcadlové a prohodime roli znamé-
nek + a —. Rozlisime nékolik pfipadi.
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Pripad 1: Vrchol x mél znaménko +.
e Hloubka levého podstromu se pravé vyrovnala s hloubkou pravého,
¢ili znaménko x se zméni na 0.

e Hloubka podstromu 7'(x) se nezménila, takze propagovani informa-
ce ukoncime.

Pripad 2: Vrchol z mél znaménko 0.

e Znaménko r se zméni na —.

e Hloubka podstromu 7T'(z) vzrostla, takze v propagovani musime po-
kracovat.

Pripad 3: Vrchol x mél znaménko —, tedy ted ziskd 6(v) = —2. To definice AVL
stromu nedovoluje, takZze musime strom vyvazit. Ozna¢me y vrchol, z néjz piisla
informace o prohloubeni, ¢ili levého syna vrcholu z. Rozebereme pripady podle jeho
znaménka.

Pripad 3a: Vrchol y ma znaménko —. Situaci sledujme na obrazku.
® Oznac¢ime-li A hloubku podstromu C, podstrom 7'(y) ma hloubku
h+2, takZe podstrom A ma hloubku h+1 a podstrom B hloubku h.
® Provedeme rotaci hrany xy.

e Tim ziskd vrchol x znaménko 0, podstrom 7'(z) hloubku h + 1,
vrchol y znaménko 0 a podstrom T'(y) hloubku & + 2.

e Jelikoz pfed zapocletim operace INSERT mél podstrom T'(z) hloubku
h + 2, z pohledu vyssich pater se nic nezménilo. Propagovani tedy
zastavime.

—_—
0
h+2

Pripad 8b: Vrchol y mé znaménko +. Sledujme opét obrazek.

e Oznacime z pravého syna vrcholu y (uvédomte si, Ze musi existovat).

® Oznacime jednotlivé podstromy tak jako na obrazku a spocitame
jejich hloubky. Referen¢ni hloubku A zvolime podle podstromu D.
Hloubky h~ znamenaji ,bud h nebo h — 1.

® Provedeme dvojitou rotaci, ktera celou konfiguraci prekoreni za vr-
chol z.

® Prepocitame hloubky a znaménka. Vrchol z bude mit znaménko
bud — nebo 0, vrchol y bud 0 nebo +, kazdopadné oba podstromy
T(x) a T'(y) ziskaji hloubku A+ 1. Proto vrchol z ziskd znaménko 0.
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e Pied zapoctenim INSERTu Cinila hloubka celé konfigurace h+2, nyni
je také h + 2, takze propagovani zastavime.

Pripad 3c: Vrchol y mé znaménko 0.
Tento pfipad je ze vSech nejjednodussi — nemiize totiz nikdy nastat. Z vrcholu
se znaménkem 0 se informace o prohloubeni v zddném z pfedchozich pfipadi nesiii.

Mazani ze stromu

Budeme postupovat obdobné jako u INSERTu: vrchol smazeme podle pavodniho
algoritmu BVSDELETE a po cesté zpét do kofene propagujeme informaci o snizeni
hloubky podstromu. Pfipomenme, Ze pokazdé mazeme list nebo vrchol s jedinym
synem, takze stac¢i propagovat od mista smazaného vrcholu nahoru.

Opét popiseme jeden krok propagovani. Necht do vrcholu z pfisla informa-
ce o snizeni hloubky podstromu, bez Gjmy na obecnosti z levého syna. RozliSime
nasledujici pripady.

Pripad 1: Vrchol z ma znaménko —.
e Hloubka levého podstromu se pravé vyrovnala s hloubkou pravého,
znaménko x se méni na 0.
¢ Hloubka podstromu 7'(x) se snizila, takZe pokra¢ujeme v propago-
vani.
Pripad 2: Vrchol x méa znaménko 0.

e 7Znaménko x se zméni na +.
e Hloubka podstromu T'(x) se nezménila, takZe propagovani ukondi-

me.

Pripad 3: Vrchol x ma znaménko +. Tehdy se jeho znaménko zméni na +2 a musi-
me vyvazovat. Rozebereme tii pfipady podle znaménka pravého syna y vrcholu z.
(Vsimnéte si, Ze na rozdil od vyvazovini po INSERTu to musi byt opaény syn nez
ten, ze kterého pfisla informace o zméné hloubky.)

Pripad 3a: Vrchol y méa také znaménko +.

e Oznacime-li h hloubku podstromu A, bude mit 7'(y) hloubku A+ 2,
takze C hloubku h + 1 a B hloubku h.

® Provedeme rotaci hrany xy.
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e Tim vrchol z ziskd znaménko 0, podstrom T'(z) hloubku h+1, takze
vrchol y dostane také znaménko 0.

e Pied zapocetim DELETE mél podstrom 7'(z) hloubku h + 3, nyni
mé T'(y) hloubku h + 2, takZe z pohledu vyssich hladin doslo ke
snizeni hloubky. Proto zménu propagujeme dal.

h h

Pripad 3b: Vrchol y mé znaménko 0.
e Necht A je hloubka podstromu A. Pak T'(y) mé hloubku h +2 a B
i C hloubku h + 1.

® Provedeme rotaci hrany xy.

® Vrchol z ziskdva znaménko +, podstrom 7'(x) hloubku h + 2, takze
vrchol y obdrzi znaménko —.

¢ Hloubka podstromu T'(z) pied za¢dtkem DELETE €inila h + 3, nyni
mé podstrom T'(y) hloubku také h + 3, procez propagovani ukonéi-

Pripad 3c: Vrchol y mé znaménko —.

® Oznacime z levého syna vrcholu y.

® Oznacime podstromy podle obrazku a spocitame jejich hloubky.
Referenc¢ni hloubku h zvolime opét podle A. Hloubky h~ znamenaji
,bud h nebo h — 1¢.

® Provedeme dvojitou rotaci, ktera celou konfiguraci prekoreni za vr-
chol z.

® Prepocitame hloubky a znaménka. Vrchol z bude mit znaménko
bud 0 nebo —, y bud 0 nebo +. Podstromy T'(y) a T'(z) budou
kazdopadné hluboké h + 1. Proto vrchol z obdrzi znaménko 0.

¢ Plivodni hloubka podstromu T'(x) pfed za¢dtkem DELETE ¢inila
h + 3, nyni hloubka 7T'(z) ¢éini h + 2, takze propagujeme dal.
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SlozZitost operaci

Dokézali jsme, ze hloubka AVL stromu je vzdy ©(logn). Pivodni implementace
operaci BVSFIND, BVSINSERT a BVSDELETE tedy pracuji v logaritmickém case. Po
BVSINSERT a BVSDELETE jesté musi nasledovat vyvazeni, které se ovSem vzdy vraci
po cesté do kofene a v kazdém vrcholu provede O(1) operaci, takze celkové také trva
O(logn).

Cviceni
1. Dokazte, Ze pro minimalni velikost Ax AVL stromu hloubky & plati vztah Ay =
F15 — 1 (kde F,, je n-té Fibonacciho éislo). Z toho odvodte pfesny vzorec pro

minimélni a maximélni moznou hloubku AVL stromu na n vrcholech. Muze se
hodit vztah z cviceni ?7.

2. Pfi vyvazovani po INSERTu jsme se nemuseli zabyvat pripadem 3c proto, ze z 0
se informace o prohloubeni nikdy nesifi. Nemuizeme stejnym zptsobem dokéazat,
Ze pripad 3b také nikdy nenastane? (Pozor, chytak!)

3. Upravte AVL stromy tak, aby dokazaly pro libovolné k najit k-ty nejmensi
prvek. Pokud doplnite néjaké dalsi informace do vrchol stromu, nezapomenite,
ze je musite udrzovat i pii vyvazovani.

4. Mégjme AVL strom pouzity jako slovnik: v kazdém vrcholu sidli kli¢ a néjaka
celoc¢iselnd hodnota. Upravte strom, aby umél rychle zjistit nejvétsi hodnotu
pfifazenou né&jakému kli¢i z intervalu [a, b].

5% Pokracujme v predchozim cvideni: Také chceme, aby strom umél ve vSech vr-
cholech s kli¢i v zadaném intervalu [a, b] rychle zvysit hodnoty o §. MuZe se
hodit princip liného vyhodnocovani z oddilu ??.

6. AVL stromy potfebuji pamatovat si v kazdém vrcholu znaménko. To mize naby-
vat tfech moZnych hodnot, takZe na jeho uloZeni jsou potfeba dva bity. Ukazte,
jak si vystacit s jedinym bitem na vrchol.

1.3. Vice kli¢u ve vrcholech: (a,b)-stromy

Nyni prozkoumame obecnéjsi variantu vyhledavacich stromi, kterd pripous-
t1 proménlivy pocet kli¢t ve vrcholech. Tim si sice trochu zkomplikujeme tvahy
o struktufe stromt, ale za odménu ziskdme pfimocarejsi vyvazovaci algoritmy bez
slozitého rozboru pripadi.
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Definice: Obecny vyhleddvaci strom je zakofenény strom s uréenym potfadim synid
kazdého vrcholu. Vrcholy délime na vnitini a vnéjsi, piicemz plati:

Vnitind (interni) vrcholy obsahuji libovolny nenulovy podet kli¢i. Pokud ve vr-
cholu lezi klice x1 < ... < xg, pak ma k + 1 synq, které oznacime sq, ..., si. Klice
slouzi jako oddélovace hodnot v podstromech, ¢ili plati:

T(so) <1 <T(s1) <xa<...<wpp—1 <T(sp-1) <wpp <T(sk),

kde 7T'(s;) zna¢i mnozinu viech kli¢t z daného podstromu. Casto se hodi dodefinovat
ZTo = —00 a Tpy1 = +00, aby nerovnost z; < T(s;) < x;41 platila i pro krajni syny.
Vnéjsi (externt) vrcholy neobsahuji Zadna data a nemaji Zddné potomky. Jsou
to tedy listy stromu. Na obrazku je znacime jako malé ¢tverecky, v programu je
muZeme reprezentovat nulovymi ukazateli (NULL v jazyku C, nil v Pascalu).

Podobné jako BVS, i obecné vyhledavaci stromy mohou degenerovat. Pridame
proto dalsi podminky pro zajisténi vyvazenosti.
Definice: (a,b)-strom pro parametry a > 2, b > 2a — 1 je obecny vyhleddvaci strom,
pro ktery navic plati:

1. Kofen méa 2 az b synu, ostatni vnitini vrcholy a az b synt.
2. VSechny vnéjsi vrcholy jsou ve stejné hloubce.

Pozadavky na a a b mohou vypadat tajemné, ale jsou snadno splnitelné a poz-
déji vyplyne, pro¢ jsme je potiebovali. Chcete-li konkrétni piiklad, pfedstavujte si
ten nejmensi mozny: (2, 3)-strom. Vse ovSem budeme odvozovat obecné. P¥itom bu-
deme predpokladat, Ze a a b jsou konstanty, které se mohou ,schovat do O“. Pozdéji
prozkoumame, jaky vliv ma volba téchto parametri na vlastnosti struktury. Nyni
zacneme odhadem hloubky.

Obr. 1.7: Dva (2, 3)-stromy pro tutéz mnozinu kli¢t

Lemma: (a,b)-strom s n kli¢i ma hloubku ©(logn).

Diikaz: Pijdeme na to podobné jako u AVL stromt. Uvazujme, jak vypada strom
hloubky h > 1 s nejmensim moznym poctem kli¢t. VSechny jeho vrcholy musi mit
minimdlni povoleny pocet synt (jinak by strom bylo jesté mozné zmensit). Vrcholy
rozdélime do hladin podle hloubky: na 0-té hladiné je kofen se dvéma syny a jednim

klicem, tplné dole na h-té hladiné lezi vnéjsi vrcholy bez kli¢t. Na mezilehlych
hladinach jsou vSechny ostatni vnitini vrcholy s a syny a a — 1 kli¢i.
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Na i-té hladiné pro 0 < i < h bude tedy lezet 2 - a’~! vrcholii a v nich celkem
2-a*~1.(a—1) kli¢d. Sectenim pies hladiny ziskAme minimalni mozny pocet kli¢t my,:

h—1 h—2
mp=1+(@-1)-» 2-a"'=142-(a—1)-) d.
i=1 j=0

Posledni sumu secteme jako geometrickou fadu a dostaneme:

h—1

mi =142 (a=1)- % =1+2-(@" ' -1)=2""-1

a—1
Vidime tedy, Ze miniméalni pocet kli¢d roste s hloubkou exponencidlné. Proto maxi-
mélni hloubka musi s poétem kli¢t rist nejvyse logaritmicky. (Srovnejte s vypoctem
maximalni hloubky AVL strom.)

Podobné spocitame, ze maximéalni pocet klict M) roste také exponencialné,
takze minimalni mozna hloubka je také logaritmicka. Tentokrat uvazime strom, jehoz
v8echny vnitini vrcholy véetné korene obsahuji nejvyssi povoleny pocet b — 1 klic¢t:

i bh_l h
My, =(b-1)- Zb (b—1) bilzb—l.

Hledani klice
Hledéni klice v (a,b)-stromu probihd podobné jako v BVS: za¢neme v kofeni
a v kazdém vnitinim vrcholu se porovnavanim s jeho kli¢i rozhodneme, do kterého

podstromu se vydat. Pfitom bud narazime na hledany kli¢, nebo dojdeme az do listu
a tam skon¢ime s nepofizenou.

Vkladani do stromu

P1i vkladani nejprve zkusime novy kli¢ vyhledat. Pokud ve stromu jesté neni
pfitomen, skoncime v néjakém listu. Nabizi se zménit list na vnitini vrchol pridanim
jednoho klice a dvou listt jako synt. Tim bychom ovSem porusili axiom o stejné
hloubce listu.

Radéji se proto zaméfime na otce nalezeného listu a vlozime kli¢ do néj. To nas
donuti pfidat mu syna, ale jelikoz ostatni synové jsou listy, tento muze byt téz list.
Pokud jsme priddnim kliée vrchol nepfeplnili (mé nadale nejvys b — 1 kli¢t), jsme
hotovi.

Paklize jsme vrchol pfeplnili, rozdélime jeho klice mezi dva nové vrcholy, pfi-
blizné naptil. K nadfazenému vrcholu ovSsem musime misto jednoho syna pripojit dva
nové, takze v nadfazeném vrcholu musi pfibyt kli¢. Proto pfeplnény vrchol radéji
rozdé€lime na tii ¢asti: prostfedni kli¢, ktery budeme vkladat o patro vys, a levou
a pravou ¢ast, z nichz se stanou nové vrcholy.

Tim jsme vlozeni kli¢e do aktualniho vrcholu prevedli na tutéz operaci o patro
vys. Tam mtze opét dojit k preplnéni a naslednému stépeni vrcholu a tak dale,
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Obr. 1.8: Stépeni pfeplnéného
vrcholu pfi vkladani do (2, 3)-stromu

mozné az do kofene. Pokud rozstépime kofen, vytvofime novy kofen s jedinym klicem
a dvéma syny (zde se hodi, Ze jsme kofeni dovolili mit méné nez a syni) a cely strom
se o hladinu prohloubi.

Nase ukdzkové implementace mé podobu rekurzivni funkce ABINSERT2(v, x),
ktera dostane za kol vlozit do podstromu s kofenem v kli¢ z. Jako vysledek vrati
trojici (p, 2’, ¢), pokud doslo k §tépeni vrcholu v na vrcholy p a g oddélené klicem 2/,
anebo (), pokud v ziistalo kofenem podstromu. Hlavni procedura ABINSERT navic
osetfuje pripad Stépeni kofene.

Procedura ABINSERT (vkladéni do (a, b)-stromu)
Vstup: Kofen stromu r, vkladany kli¢ =

1.
2.
3.

t + ABINSERT2(r, x)
Pokud ¢ mé& tvar trojice (p,2’,q):
r < novy kofen s klidem z’ a syny p a g

Vystup: Novy koren r

Procedura ABINSERT2(v, )
Vstup: Kofen podstromu v, vkladany kli¢ x

1.

© 0N ok W

— =
W RO

Pokud v je list, skon¢ime a vratime trojici (¢, z, ¢2), kde ¢1 a {5 jsou
noveé vytvorené listy.

Oznacime x1, ...,z klice ve vrcholu v a s, ..., si jeho syny.
Pokud x = x; pro n&jaké i, skonc¢ime a vratime (.

Najdeme i tak, aby platilo z; < x < x;41 (g = —00, T11 = +00).
t < ABINSERT2(s;, )

Pokud t = (3, skon¢ime a také vratime 0.

Oznaéime (p, 2, q) slozky trojice t.

Mezi klice x; a x;11 vlozime KIi¢ z’.

Syna s; zrusime a nahradime dvojici syni p a q.

Pokud pocet synti nepiekro¢il b, skon¢ime a vratime ().

.m<+— [(b—1)/2] < doslo k stépend, volime prostredni kli¢
. Vytvofime novy vrchol vy s kli¢i x1,...,2,—1 @ syny Sg, ..., Sm—1-
. Vytvofime novy vrchol vy s kli¢i x,,41,...,2Zp & SYRy Sm, - .-, Sp-
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14. Vratime trojici (v, Tm, v2).

Zbyva dokézat, ze vrcholy vzniklé Stépenim maji dostateény pocet syni. Vr-
chol v jsme rozstépili v okamziku, kdy dosahl pravé b + 1 synti, a tedy obsahoval b
kli¢t. Jeden kli¢ posildme o patro vys, takZe novym vrcholim v; a ve pfidélime po
fadé [(b—1)/2] a [(b—1)/2] kli¢d. Kdyby néktery z nich byl ,podméreény*, muselo
by platit (b—1)/2 < a—1,atedy b—1 < 2a — 2, ¢ili b < 2a — 1. Ejhle, podminka
na b v definici (a, b)-stromu byla zvolena pfesné tak, aby této situaci zabranila.

Mazani ze stromu

Chceme-li ze stromu smazat néjaky kli¢, nejprve ho vyhleddme. Pokud se na-
chézi na pfedposledni hladiné (té, pod niZ jsou uZ pouze listy), mtizeme ho smazat
primo, jen musime oSetfit pfipadné podteceni vrcholu.

Klice lezici na vyssich hladindch nemtZeme mazat jen tak, nebot smazanim
klice ptichazime i o misto pro pripojeni podstromu. To je situace podobna mazani
vrcholu se dvéma syny v binarnim stromu a vyfesime ji také podobné. Mazany kli¢
nahradime jeho naslednikem. To je nejlevéjsi vrchol v pravém podstromu, ktery tudiz
lezi na predposledni hladiné a mize byt smazan pirimo.

Zbyvéa tedy vyTesit, co se ma stat v pripadé, ze vrchol v s a syny piijde o klic,
takze uz je ,pod miru“. Tehdy budeme postupovat opacné nez pti vkladani — poku-
sime se vrchol sloucit s nékterym z jeho bratri. To je ovSsem moZné provést pouze
tehdy, kdyz bratr také obsahuje mélo kli¢t; pokud jich naopak obsahuje hodné,
néjaky kli¢ si od néj mizeme pujcit.

Nyni popiSeme, jak to presné provést. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme,
ze vrchol v ma levého bratra ¢ oddéleného néjakym kli¢em o v otci. Pokud by exis-
toval pouze pravy bratr, vybereme toho a nasledujici postup provedeme zrcadlové
prevracené.

Pokud ma bratr pouze a synt, slouc¢ime vrcholy v a ¢ do jediného vrcholu
a pfidame do néj jesté kli¢ o z otce. Tim vznikne vrchol s (a—2)+(a—1)+1 = 2a—2
kli¢i, coz neni vétsi nez b — 1. Problém jsme tedy prevedli na mazéani kli¢e z otce,
coz je tentyZ problém o hladinu vys.

Obr. 1.9: Slouceni vrcholt pfi mazani z (2, 3)-stromu

Ma-li naopak bratr vice nez a synti, odpojime od néj jeho nejpravéjsiho syna c
a nejvetsi klic m. Poté kli¢ m presuneme do otce a kli¢ o odtamtud pfesuneme do v,
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kde se stane nejmensim kli¢em, pied ktery pfepojime syna c. Poté maji v i £ povolené
poCty synt a miizeme skondéit. (VSimnéte si, Ze tato operace je podobné rotaci hrany
v bindrnim stromu.)

Obr. 1.10: Doplnéni vrcholu ve (2, 3)-stromu pijckou od souseda

Nyni tento postup zapiseme jako rekurzivni proceduru ABDELETE2. Ta dosta-
ne kofen podstromu a kli¢, ktery ma smazat. Jako vysledek vrati podstrom s timtéz
kofenem, ovSem mozna podméreénym. Hlavni procedura ABDELETE navic oSetiuje
pripad, kdy z korene zmizi vSechny klice, takze je potfeba koren smazat a tim snizit
cely strom o hladinu.

Procedura ABDELETE (mazani z (a, b)-stromu)

Vstup: Kofen stromu r a mazany kli¢ x

1. Zavoldme ABDELETE2(r, x).
2. Pokud r mé jediného syna s:
3. Zrusime vrchol 7.
4. 7S

Vystup: Novy koten r

Procedura ABDELETE2
Vstup: Kofen podstromu v a mazany klic z

1. Oznacime x1, ...,z kli¢e ve vrcholu v a sq, ..., sk jeho syny.

2. Pokud = = z; pro néjaké i: < nasli jsme

3. Pokud s; je list: a4 jsme na predposledni hladiné

4. Odstranime z v kli¢ z; a list s;.

5. Skoncime.

6. Jinak: < jsme vys, musime nahrazovat

7. m <— minimum podstromu s kofenem s;

8. T;—m

9. Zavoldme ABDELETE2(s;, m).
10. Jinak: 4 mazZeme z podstromu
11. Najdeme i takové, aby x; < © < ;11 (xg = —00, Tp41 = +00).
12. Pokud s; je list, skoncime. < kli¢ ve stromu neni
13. Zavolame ABDELETE2(s;, x).
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14. <« Vrdtili jsme se z s; a kontrolujeme, zda tento syn neni pod miru.
15. Pokud s; méa alesponl a synti, skonc¢ime.

16. Je-lii > 1: < existuje levy bratr s;_1

17. Pokud mé s;_1 alesponl a + 1 synt: <4 pujcime si klic

18. Odpojime z s;_1 nejvétsi kli¢ m a nejpravéjsiho syna c.

19. K vrcholu s; pfipojime jako prvni kli¢ x; a jako nejlevéjsiho
syna c.

20. T; < mMm

21. Jinak: < slucujeme syny

22. Vytvoifime novy vrchol s, ktery bude obsahovat vSechny

kli¢e a syny z vrcholu s;_; a s; a mezi nimi KIi¢ x;.
23. 7 vrcholu v odstranime kli¢ z; a syny s;_1 a s;. Tyto syny
zrusime a na jejich misto pripojime syna s.
24. Jinak provedeme kroky m az E zrcadlové pro pravého bratra s;i1
misto s;_1.

Casova sloZitost

Pro rozbor casové slozitosti predpokladame, ze parametry a a b jsou konstanty.
Hledani, vkladani i mazani proto travi na kazdé hladiné stromu cas ©(1) a jelikoZ
mizeme pocet hladin odhadnout jako ©(logn), celkova Gasova slozitost vSech t¥i
zdkladnich operaci ¢ini ©(logn).

Vratme se nyni k volbé parametri a, b. Pfedev$im je znamo, Ze se nevyplaci
volit b vyrazné vétsi nez je dolni mez 2a — 1 (detaily viz cviéeniﬂ). Proto se obvykle
pouzivaji (a,2a — 1)-stromy, pfipadné (a,2a)-stromy. Volby b = 2a — 1 a b = 2a
vedou na stejnou slozitost operaci v nejhorsim ptipadé, ale jak uvidime ve cvi¢enich
?? a 7?7, vedou na uplné jiné dlouhodobé chovani struktury.

Pokud chceme datovou strukturu udrzovat v klasické paméti, vyplaci se volit a
co nejnizsi. Vhodné parametry jsou naptiklad (2,3) nebo (2,4).

Ukladame-li data na disk, nabizi se vyuzit toho, Ze je rozdélen na bloky. Piecist
cely blok je pfitom zhruba stejné rychlé jako precist jediny byte, zatimco skok na
jiny blok trva dlouho. Proto nastavime a tak, aby jeden vrchol stromu zabiral cely
blok. Napftiklad pro disk s 4 KB bloky, 32-bitové klice a 32-bitové ukazatele zvolime
(256, 511)-strom. Strom pak bude opravdu mélky: ¢tyfi hladiny postaéi pro ulozeni
vice nez 33 milionu kli¢ti. Navic na posledni hladiné jsou pouze listy, takze pti kazdém
hledani pfecteme pouhé tii bloky.

V dnesnich poéitacich ¢asto mezi procesorem a hlavni paméti lezi cache (rych-
14 vyrovnavaci pamét), kterd ma také blokovou strukturu s typickou velikosti bloku
64 B. Casto se proto i u stromf v hlavni paméti vyplati volit trochu vétsi vrcholy,
aby odpovidaly blokim cache. Pro 32-bitové klice a 32-bitové ukazatele tedy pou-
Zijeme (4, 7)-strom. Jen si musime ddvat pozor na spravné zarovnani adres vrcholl
na nasobky 64 B.
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Dalsi varianty

Ve svété se lze setkat i s jinymi definicemi (a, b)-stromti, nez je ta nase. Casto se

napiiklad déla to, Ze data jsou uloZena pouze ve vrcholech na druhé nejnizsi hladiné,
zatimco ostatni hladiny obsahuji pouze pomocné klice, typicky minima z podstro-
mit. Tim si trochu zjednodusime operace (viz cviceni E), ale zaplatime za to vyssi
redundanci dat. Muze to nicméné byt Sikovné, pokud potfebujeme implementovat
slovnik, ktery klicim pfifazuje rozmérna data.

V teorii databazi a souborovych systémii se ¢asto hovori o B-stromech. Pod

timto nazvem se skryvaji rizné datové struktury, vétsinou (a,2a — 1)-stromy nebo
(a, 2a)-stromy, neziidka v tpravé dle predchoziho odstavce.

Cviéeni

1.

2%

4*

8

Dokazte, ze prochazime-li obecny vyhledavaci strom v symetrickém potadi vr-
cholu, pravidelné se st¥idaji vnitini vrcholy s vnéjsimi. To znamena, Ze obsahuji-
-li vnitfni vrcholy klice x1,...,x,, pak vnéjsi vrcholy odpovidaji intervalim
(=00, 1), (x1,22), (T2,23), ..., (Tn, +00).

Vyuzijte pfedchozi cviceni k sestrojeni obecnéjsi varianty intervalovych stromi
z oddilu ??. Hranice intervali jsou tentokrat libovolna realna cisla. Na pocat-
ku si strom pamatuje interval (—oo,+00), ktery pak umi v libovolném bodé
podrozdélovat. Mimo to podporuje zmény hodnot, intervalové dotazy a ptipad-
né intervalové zmény, stejné jako klasicky intervalovy strom.

Odhalte, jak zavisi slozitost operaci s (a, b)-stromy na parametrech a a b. Z toho
odvodte, Ze se nikdy nevyplati volit b vyrazné vétsi nez 2a.

Naprogramujte (a,b)-stromy a zméfte, jak jsou na vaSem pocitaci rychlé pro
razné volby a a b. Projevuje se vliv cache tak, jak jsme naznacili?

Rozmyslete si, jak provadét operace INSERT a DELETE na varianté (a, b)-stromt,
ktera uklada uziteéna data jen do nejniz$ich vnitinich vrcholt. Analyzujte ca-
sovou slozitost a srovnejte s nasi verzi struktury.

Ukazte, ze pokud budeme do prazdného stromu postupné vkladat klice 1,. .., n,
provedeme celkem O(n) operaci. K tomu si potfebujeme pamatovat, ve kterém
vrcholu skoncil predchozi vlozeny kli¢, abychom nemuseli pokazdé hledat znovu
od kofene.

Navrhnéte operaci JOIN(X,Y), kterd dostane dva (a,b)-stromy X a Y a sloudi
je do jednoho. MiZe se pritom spolehnout na to, Ze vSechny klice z X jsou mensi
nez vSechny z Y. Zkuste dosdhnout slozitosti O(log|X| + log |Y]).

Navrhnéte operaci SPLIT(T), z), kterd zadany (a, b)-strom 7" rozdéli na dva stro-
my. V jednom budou kli¢e mensi nez x, v druhém ty vétsi. Pokuste se o loga-
ritmickou ¢asovou slozitost.

Nevyhodou (a, b)-stromt je, Ze plytvaji paméti — mize se stat, ze vrcholy jsou
zaplnéné jen z poloviny. Navrhnéte tpravu, kterd zaruéi zaplnéni z alespoii 2/3.
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1.4.* Cerveno-¢erné stromy

Nyni se od obecnych (a, b)-stromii vratime zpét ke stromim bindrnim. Ukaze-
me, jak prekladat (2,4)-stromy na bindrni stromy, ¢imz ziskdme dalsi variantu BVS
s logaritmickou hloubkou a pomérné jednoduchym vyvazovanim. Rika se ji ¢erveno-
éerné stromy (red-black trees, RB stromy). My si je pfedvedeme v trochu neobvyklé,
ale pfijemnéjsi varianté navrzené v roce 2008 Robertem Sedgewickem pod nazvem
left-leaning red-black trees (LLRB stromy).

Pieklad bude fungovat tak, ze kazdy vrchol (2, 4)-stromu nahradime konfiguraci
jednoho nebo vice bindrnich vrcholt. Aby bylo moZné rekonstruovat ptivodni (2, 4)-
strom, rozlisime dvé barvy hran: cervené hrany budou spojovat vrcholy tvorici jednu
konfiguraci, ¢erné hrany povedou mezi konfiguracemi, ¢ili to budou hrany ptvodniho
(2,4)-stromu. Barvu hrany si mtizeme pamatovat napfiklad v jejim spodnim vrcholu.

Strom prelozime podle nésledujictho obrazku. Vrcholtim (2, 4)-stromu budeme
v zavislosti na poctu synu fikat 2-vrcholy, 3-vrcholy a 4-vrcholy. 2-vrchol ztistane
sam sebou. 3-vrchol nahradime dvéma binarnimi vrcholy, pfi¢emz cCervend hrana
musi vzdy vést doleva (to je ono LL v ndzvu LLRB stromd, obecné RB stromy
nic takového nepozaduji, coz situaci pozdé&ji dost zkomplikuje). 4-vrchol nahradime
Htresnickou“ ze t¥i binarnich vrcholi.

A

Pokud podle téchto pravidel transformujeme definici (2, 4)-stromu, vznikne na-
sledujici definice LLRB stromu.

Definice: LLRB strom je binarni vyhledavaci strom s vnéjsimi vrcholy, jehoz hrany
jsou obarveny Cervené a ¢erné. Pritom plati nasledujici axiomy:

1. Neexistuji dvé cervené hrany bezprostfedné nad sebou.

2. Jestlize z vrcholu vede dolt jediné cervend hrana, pak vede doleva.

3. Hrany do list jsou vzdy obarveny ¢erné. (To se hodi, jelikoz listy
jsou pouze virtudlni, takZe do nich neumime barvu hrany ulozit.)

4. Na vsech cestach z korene do listu lezi stejny pocet cernych hran.

Prvnim dvéma axiomtm budeme fikat cervené, zbylym dvéma Cerné.

Pozorovani: 7 axiomu plyne, ze kazda konfigurace pospojovand ¢ervenymi hrana-
mi vypadé jednim z uvedenych zptsobl. Proto je kazdy LLRB strom pfekladem
néjakého (2,4)-stromu.

Dusledek: Hloubka LLRB stromu s n kli¢i je ©(logn).

Diikaz: Hloubka (2,4)-stromu s n kli¢i ¢ini ©(logn), pfeklad na LLRB strom pocet
hladin nesnizi a nejvyse zdvojnasobi. O
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Obr. 1.11: Pteklad (2,4)-stromu na LLRB strom

VyvaZovaci operace

Operace s LLRB stromy se skladaji ze dvou zakladnich aprav. Tou prvni je
opét rotace, ale pouzivame ji pouze pro cervené hrany:

Rotace cervené hrany zachovava nejen spravné usporadani klicd ve vrcholech,
ale i ¢erné axiomy. Platnost Cervenych axiomu zalezi na barviach okolnich hran,
takze rotaci budeme muset pouZivat opatrné. (Rotovani éernych hran se vyhybame,
protoze by navic hrozilo poruSeni axiomu 4.)

Dale budeme pouzivat jesté prebarvent 4-vrcholu. Dvojici ¢ervenych hran tvo-
Ticich 4-vrchol pfebarvime na cernou, a naopak ¢ernou hranu vedouci do 4-vrcholu
shora prebarvime na ¢ervenou:

o

Tato tprava odpovida rozstépeni 4-vrcholu na dva 2-vrcholy, pfi¢emz prostied-
ni kli¢ y pfesouvame do nadiazeného k-vrcholu. Cerné axiomy ziistanou zachovany,
ale mize dojit k porusSeni cervenych axiomt o patro vyse.

Dodejme jesté, ze pfebarveni jde pouzit i v kofeni. MiZeme si predstavovat,
ze do kofene vede shora néjaka virtualni hrana, jiz miuzeme bez poruseni axiomu
libovolné prebarvovat.

Vkladani stépenim shora dolua

Nyni popiseme, jak se do LLRB stromu vklada. Pujdeme na to asi takto: misto
pro novy vrchol budeme hledat obvyklym zptusobem, ale kdykoliv cestou potkame
4-vrchol, rovnou ho rozstépime piebarvenim. Az dorazime do listu, pfipojime misto
néj novy vnitini vrchol a hranu, po které jsme ptisli, obarvime cervené. Tim se novy
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kli¢ pripoji k nadifazenému 2-vrcholu nebo 3-vrcholu. To zachovava ¢erné axiomy,
ale pribézné jsme porusovali ty cervené, takze se budeme vracet zpét do koiene
a rotacemi je opravovat.

Nyni podrobnéji. B€hem hledani sestupujeme z kofene doli a udrzujeme inva-
riant, ze aktualni vrchol neni 4-vrchol. Jakmile na néjaky 4-vrchol narazime, pie-
barvime ho. Tim se rozstépi na dva 2-vrcholy a prostfedni kli¢ se stane soucasti
nadrazeného k-vrcholu. Vime ovSem, Ze to nebyl 4-vrchol, takze se z né€j nyni stane
3-vrchol nebo 4-vrchol. Jen mozna bude nekorektné zakédovany: 3-vrchol ve tvaru
pravé odbocky nebo 4-vrchol se dvéma Cervenymi hranami nad sebou:

SN aY

Nakonec nas hledani nového klice dovede do listu, coz je misto, kam bychom
kli¢ chtéli vlozit. Nad nami lezi 2-vrchol nebo 3-vrchol. List zménime na vnitini
vrchol s novym klicem, pod néj povésime dva nové listy pfipojené ¢ernymi hranami,
hranu z otce pfebarvime na cervenou:

L

Co se stane? Novy kli¢ lezi na jediném misté, kde lezet mtze. Cerné axiomy
jsme neporusili, cervené jsme opét mohli porusit vytvorenim nekorektniho 3-vrcholu
nebo 4-vrcholu o patro vyse.

Nyni se zacneme vracet zpét do kofene a pritom opravovat vSechna poruseni
cervenych axiomu tak, aby ¢erné axiomy ztstaly zachovany.

Kdykoliv pod aktualnim vrcholem lezi levd ¢ernd hrana a prava Cervena, tak
¢ervenou hranu zrotujeme. Tim z nekorektniho 3-vrcholu udélame korektni a z ne-
korektniho 4-vrcholu udélame takovy nekorektni, jehoz obé hrany jsou levé.

Poté otestujeme, zda pod aktualnim vrcholem lezi leva ¢ervend hrana do syna,
ktery ma také levou Cervenou hranu. Pokud ano, objevili jsme zbyvajici pripad ne-
korektniho 4-vrcholu, ktery rotaci jeho horni cervené hrany prevedeme na korektni.

A7 dojdeme do kotene, struktura opét splituje vSechny axiomy LLRB stromt.

Nasleduje implementace v pseudokédu. Externi vrcholy uklddame jako kon-
stantu (), barvu hran si pamatujeme v jejich spodnim vrcholu.
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Procedura LLRBINSERT (v, z) (vklddani do LLRB stromu)
Vstup: Kofen stromu v, vkladany kli¢ «
1. Pokud v = (), skon¢ime a vratime nové vytvoieny cerveny vrchol v
s klicem .
Pokud z = k(v), skon¢ime (kli¢ = se ve stromu jiz nachézi).
Jsou-li £(v) i r(v) Cervené, pebarvime ¢(v), r(v) i v.
Pokud z < k(v), polozime ¢(v) <— LLRBINSERT({(v), z).
Pokud x > k(v), polozime r(v) - LLRBINSERT(7(v), x).
Je-li £(v) ¢erny a r(v) Gerveny, rotujeme hranu (v, r(v)) a do v uloZime
pivodni ¢(v).
7. Je-li £(v) Cerveny a {({(v)) také Cerveny, rotujeme hranu (v, ¢(v))
a do v uloZime ptvodni £(v).
Vystup: Novy kofen v

AN

Vkladani stépenim zdola nahoru

Implementace vysla prekvapivé jednoduché, ale to nejvétsi prekvapeni nas te-
prve ¢eka: Pokud v procedure LLRBINSERT presuneme krok E za krokﬂ dostaneme
implementaci (2, 3)-stromd.

Vskutku: pokud se pred vkladanim prvku ve stromu nenachézel zadny 4-vrchol,
nepotiebujeme stépeni 4-vrcholid cestou doli. Novy list tedy pridame k 2-vrcholu ne-
bo 3-vrcholu. Pokud doc¢asné vznikne 4-vrchol, rozstépime ho cestou zpét do korene.
Tim mohou vznikat dalsi 4-vrcholy, ale pribézné se jich zbavujeme.

Tim jsme ziskali kéd velice podobny procedufe BVSINSERT pro nevyvazované
stromy, pouze si musime davat pozor, aby nové vzniklé vrcholy dostavaly ¢ervenou
barvu a abychom pred kazdym navratem z rekurze zavolali nasledujici opravnou
proceduru:

Procedura LLRBFIXUP(v)
Vstup: Kofen podstromu v
1. Je-li¢(v) ¢erny ar(v) Gerveny, rotujeme hranu (v, r(v)) a do v ulozime
ptvodni r(v).
2. Je-li £(v) Cerveny a £(£(v)) také Cerveny, rotujeme hranu (v, f(v))
a do v ulozime ptvodni ¢(v).
3. Jsou-li £(v) i r(v) Cervené, pfebarvime £(v), r(v) i v.
Vystup: Novy kofen podstromu v
Mazani minima
Proto si zjednodusime praci, jak to jen pujde.

Predevsim vyuzijeme toho, Ze se pfi vkladani umime vyhnout 4-vrcholtim, takze
budeme predpokladat, ze strom zadné neobsahuje. To specialné znamend, ze se nikde
nevyskytuje prava ¢ervend hrana.
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Také nadm situaci zjednodusi, ze se volanim LLRBFIXUP pii ndvratu z rekur-
ze umime zbavovat pfipadnych nekorektnich 3-vrcholiéi a jakgchkoliv (potencidlné
i nekorektnich) 4-vrchol. Proto nevadi, kdyz béhem mazani néjaké vyrobime.

Nez prikro¢ime k obecnému mazani, rozmyslime si, jak smazat minimum. Na-
jdeme ho tak, ze z kofene ptijdeme stale doleva, az narazime na vrchol v, jehoz levy
syn je vnéjsi. VSimnéte si, ze pravy syn musi byt také vnéjsi. Pokud by do v ved-
la shora c¢ervend hrana, mohli bychom v smazat a nahradit vnéj$sim vrcholem. To
odpovida situaci, kdy mazeme kli¢ z 3-vrcholu.

Horsi je, jsou-li vechny hrany okolo v ¢erné. Ve (2, 3)-stromu jsme tedy potkali
2-vrchol, takze ho potfebujeme sloucit se sousedem, pripadné si od souseda pujcit
kli¢. Jak uz se ndm osvédcilo v prvni verzi vkladani, budeme to provadét preven-
tivné pii priichodu shora dold, takze az opravdu dojde na mazani, zadny problém
nenastane. Cestou proto budeme dodrzovat:

Invariant L: Stojime-li ve vrcholu v, pak vede ¢ervena hrana budto shora do v, nebo
z v do jeho levého syna. Vyjimku dovolujeme pro kofen.

Jelikoz z v pokazdé odchézime doleva, jediny problém nastane, vede-li z v doli
leva ¢erna hrana a pod ni je dalsi takova. Co vime o hranach v okoli? Shora do v
vede diky invariantu Cervena. VSechny pravé hrany jsou, jak uz vime, ¢erné. Situaci
se pokusime napravit pfebarvenim vSech hran okolo v:

Invariant opét plati, ale pokud mél pravy syn levou ¢ervenou hranu, vyrobili
jsme nekorektni 5-vrchol, navic v mistech, kudy se pozdéji nebudeme vracet. Po-
radime si podle nésledujiciho obrazku: rotaci hrany yx, rotaci hrany vz a nakonec
prebarvenim v okoli x.

Celou funkci pro ndpravu invariantu miZzeme napsat takto (opét predpokladé-
me barvy uloZené ve spodnich vrcholech hran):

Procedura MOVEREDLEFT(v)
Vstup: Koren podstromu v
1. Pfebarvime v, £(v) a r(v).
2. Pokud je £(r(v)) Cerveny:
3. Rotujeme hranu (r(v), £(r(v))).
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x <+ r(v)

Rotujeme hranu (v, z).

Pfebarvime z, £(z) a r(x).
7. UR S

Vystup: Novy kofen podstromu v

o Ot

Jakmile umime dodrzet invariant, je uz mazani minima snadné:

Procedura LLRBDELETEMIN(v) (mazani minima z LLRB stromu)
Vstup: Kofen stromu v

1. Pokud /(v) = 0, polozime v +— () a skon¢ime.
2. Pokud ¢(v) i £(¢(v)) jsou Cerné:
3. v < MOVEREDLEFT(v)
4. {(v) + LLRBDELETEMIN(¢(v))
5. v < LLRBFIXUP(v)
Vystup: Novy kofen v

Mazani maxima

Nyni se nauc¢ime mazat maximum. U obyc¢ejnych vyhledévacich stromu je to
zrcadlova tloha k mazani minima, ne vSak u LLRB stromt, jejichz axiomy nejsou
symetrické. Bude se kazdopadné hodit dodrzovat stranové prevracenou obdobu pred-
choziho invariantu:

Invariant R: Stojime-li ve vrcholu v, pak vede ¢ervend hrana budto shora do v, nebo
z v do jeho pravého syna. Vyjimku dovolujeme pro kofen.

Na cesté z kofene k maximu ptijdeme stale doprava. Do pravého syna Cervena
hrana sama od sebe nevede, ale pokud néjakd povede doleva, zrotujeme ji a tim
invariant obnovime. Problematicka situace nastane, vedou-li z v dolii ¢erné hrany
a navic z pravého syna vede doleva dalsi cernd hrana. Tehdy se inspirujeme mazanim
minima a prebarvime hrany v okoli v:

Pokud z t vede doleva ¢erna hrana, je vSe v pofaddku. V opaéném piipadé
jsme nalevo vytvorili nekorektni 4-vrchol, ktery musime opravit. Pomiize ndm rotace
hrany vt a prebarveni v okoli ¢:
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Tato tvaha nés dovede k nasledujici funkci pro opravu invariantu, na niz zalo-
Zime celé mazani maxima.

Procedura MOVEREDRIGHT(v)
Vstup: Kofen podstromu v
1. Pfebarvime v, £(v) a r(v).
2. Pokud je £(£(v)) Cerveny:

3. t+ {(v)

4. Rotujeme hranu (v, t).

5. Prebarvime t, £(t) a r(t).
6. vt

Vystup: Novy kofen podstromu v

Procedura LLRBDELETEMAX(v) (mazdni maxima z LLRB stromu)
Vstup: Kofen stromu v

1. Pokud ¢(v) je Cerveny, rotujeme hranu (v, £(v)).
2. Pokud r(v) = 0, polozime v + ) a skonéime.

3. Pokud r(v) i £(r(v)) jsou Cerné:

4. v < MOVEREDRIGHT(v)

5. r(v) < LLRBDELETEMAX(r(v))

6. v < LLRBFIXUP(v)
Vystup: Novy kofen v

Mazani obecné

Pro mazani obecného prvku nyni staci vhodné zkombinovat myslenky z mazani
minima a maxima. Opét ptujdeme shora doli a budeme se vyhybat tomu, abychom
skondili ve 2-vrcholu. Pomtze nam k tomu tato kombinace invarianti L a R:
Invariant D: Stojime-li ve vrcholu v, pak vede ¢ervend hrana budto shora do v, nebo
do syna, kterym se chystame pokracovat. Vyjimku dovolujeme pro kofen.

Pokud pii prochazeni shora doltt chceme pokracovat po levé hrané, pouzije-
me trik z mazani minima a pokud by pod nami byly dvé levé Cerné hrany, na-
pravime situaci pomoci MOVEREDLEFT. Naopak chceme-li odejit pravou hranou,
chovame se jako pfi mazani maxima a v pripadé problémi povolame na pomoc
MoVEREDRIGHT.

Po ¢ase najdeme vrchol, ktery chceme smazat. Ma-li pouze vnéjsi syny, mizeme

ho pfimo nahradit vnéjsim vrcholem. Jinak pouzijeme obvykly obrat: vrchol nahra-
dime minimem z pravého podstromu, ¢imz problém pfevedeme na mazani minima,

a to uz umime.

Procedura LLRBDELETE(v, ) (mazdni z LLRB stromu)
Vstup: Kofen stromu v, mazany kli¢ z

1. Pokud v = (), vratime se. <4 kli¢ x ve stromu nebyl
2. Pokud k(v) < x: <4 pokracujeme doleva jako pri mazdni minima
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3. Pokud £(v) i £(¢(v)) existuji a jsou erné:
4. v <~ MOVEREDLEFT(v)
5. {(v) <~ LLRBDELETE({(v), x)
6. Jinak: < budto hotovo, nebo doprava jako pFi mazdni mazima
7. Pokud ¢(v) je Gerveny, rotujeme hranu (v, £(v)).
8. Pokud k(v) =z a r(v) = 0:
9. v < ) a skonéime.
10. Pokud r(v) i £(r(v)) existuji a jsou Cerné:
11. v 4 MOVEREDRIGHT(v)
12. Pokud k(v) = a:
13. Prohodime k(v) s minimem pravého podstromu R(v).
14. r(v) <~ LLRBDELETEMIN(r(v))
15. Jinak:
16. r(v) <~ LLRBDELETE(r(v), )

17. v + LLRBFIXUP(v)
Vystup: Novy koten v

Casova slozitost

Ukézali jsme tedy, jak pomoci bindrnich stromi kédovat (2,4)-stromy, nebo
dokonce (2, 3)-stromy. Casové slozitost operaci FIND, INSERT i DELETE je zjevné
linearni s hloubkou stromu a o té jsme jiz dokazali, Ze je ©(logn).

Dodejme na zavér, Ze existuji i jiné varianty ¢erveno-cernych stromii, které jsou
zaloZzeny na podobném prekladu (a,b)-stromi na bindrni stromy. Nékteré z nich
napiiklad zarucuji, Ze pfi kazdé operaci nastane pouze O(1) rotaci. Je to ovSem
vykoupeno podstatné slozitéjsim rozborem piipadii. Casova slozitost samoziejmé
zustava logaritmicka, protoze je potieba prvek nalézt a prebarvovat hrany.

Cviceni

1. Spocitejte pfesné, jakd mize byt minimalni a maximéalni hloubka LLRB stromu
s n klici.

2* Navrhnéte, jak z LLRB stromu mazat, aniZz bychom museli pfi priichodu shora

dolu rotovat. Vsechny tpravy struktury provadéjte az pii névratu z rekurze
podobné, jako se nam to podarilo pfi vkladani.

3. LLRB stromy jsou asymptoticky stejné rychlé jako AVL stromy. Zamyslete se
nad jejich rozdily pri praktickém pouziti.

1.5. Dalsi cviceni

1.  Uspotddejme vSechny permutace na mnoziné {1,...,n} lexikograficky. Vymys-
lete algoritmus, ktery pro dané k sestroji v pofadi k-tou permutaci v Case

O(nlogn). Navrhnéte téz pfevod permutace na jeji poradové ¢islo.
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Vymyslete jiné uspofadani vSech permutaci, v némz ptijde mezi permutaci a je-
jim poradovym cislem prevadét v linedrnim Case.

Dokazte, ze budeme-li reprezentovat mnoziny binarnimi vyhledavacimi stromy,
nelze sjednoceni provést rychleji nez linedrné v nejhorsim piipadé. Plati to do-
konce i tehdy, mame-li na vstupu zaruceny dokonale vyvazeny strom a vystup
muze byt jakkoliv nevyvazeny.

Okénkovy median: Na vstupu postupné prichazeji ¢isla. Kdykoliv pfijde dalsi,
vypiste median z poslednich % éisel. Dosahnéte casové slozitosti O(logk) na
operaci.

Dokazte, ze u pfedchoziho cviceni je ¢as O(log k) nejlepsi mozny, pokud umime
C¢isla pouze porovnavat.

Sestrojte datovou strukturu pro ulozeni seznamu tak, abychom uméli rychle
najit k-ty prvek a pfesunout ho na zacatek.
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