1. Amortizace

Pfi analyze datovych struktur nas zatim zajimala slozitost operaci v nejhorsim
pripadé. Prekvapivé Casto se ale stava, Zze operace s tou nejhorsi ¢asovou slozitosti se
vyskytuji jen ziidka a vétsina je mnohem rychlejsi. Napriklad, dejme tomu, Ze jedna
operace trva O(n) v nejhorsim piipadé, ale provedeni libovolnych m po sobé jdoucich
operaci se stihne za O(n + m). Pro m vétsi nez n se tak operace v dlouhodobém
méritku chové, jako by méla konstantni slozitost.

Tyto avahy vedou k pojmu amortizované casové sloZitosti, ktery nejprve pri-
blizime na nékolika prikladech a poté precizné nadefinujeme.

1.1. Nafukovaci pole

Predstavme si, Ze nam prichéazeji néjaké prvky a my je chceme postupné ukla-
dat na konec pole: i-ty prvek na pozici i, a nevime pfedem, kolik prvkt ma prijit.
V okamziku vytvafeni pole oviem musime vyhradit (alokovat) néjaky pocet po sobé
jdoucich pamétovych bungk. A at uz pole vytvorime jakkoliv velké, dasem se miize
stat, ze se do néj dalsi prvky nevejdou.

Tehdy ndm nezbude neZ pole zvétsit. Jenze pamétové buriky tésné za polem
mohou obsahovat jina data, takze musime pofidit novy blok paméti, data do néj
zkopirovat a stary blok paméti uvolnit. To se snadno provede, ‘) ale neni to zadarmo:
kopirovani musi sdhnout na kazdy prvek, tedy celkové potiebuje linedrni ¢as. Pole
proto nesmime zvétsovat prili§ ¢asto.

Osvédéeny zpisob je zacit s jednoprvkovym polem (nebo o néjaké jiné konstant-
ni velikosti) a kdykoliv dojde misto, zdvojnasobit velikost. Tim vznikne takzvané
nafukovaci pole.

Pseudokdéd pro piidani prvku bude vypadat nasledovné. Proménna P bude
ukazovat na adresu pole v paméti, m bude znadit velikost pole (tomu budeme fikat
kapacita), i aktualni pocet prvki a x nové vklddany prvek.

Procedura ARRAYAPPEND(z) (pFidéni do nafukovaciho pole)

1. Pokud ¢ = m: 4 uZ na novy prvek nemdme misto
2. m 4 2m

3. Alokujeme pamét na pole P’ o velikosti m.

4. Pro j=0,...,i—1: P'[j] « P[j]

5. Dealokujeme pamét pole P.

6. P+ P

7. Pli]+ < uloZime novy prek
8. i+i+1

(1) V nékterych programovacich jazycich nicméné musime davat pozor, aby v jingch
proménnych neztistaly ukazatele na ptivodni pozice prvki.

1 2017-05-18



Véta: Pridani n prvka do zpocatku prazdného nafukovaciho pole trva ©(n).

Diikaz: Prace se strukturou sestava z vkladani jednotlivych prvki (kazdy v konstant-
nim ¢ase) prolozenych zvétsovanim pole. Jedno zvétSovani trva ¢as ©(i), celkovy cas
vkladéni potom O(n). Ke zvétSovani dochdzi pravé tehdy, kdyz je aktudlni pocet
prvki mocnina dvojky. Viechna zvétseni dohromady tedy stoji ©(2° 421 +...42%),
kde 2% je nejvyssi mocnina dvojky mensi nez n. To je geometricka fada se souctem
2F+1 — 1 < 2n. Celkové ¢asova slozitost proto ¢ini ©(n). O

Ackoliv je tedy slozitost pfidani jednoho prvku v nejhor$im pfipadé ©(n), v po-
sloupnosti operaci se chové, jako kdyby byla konstantni. Budeme proto fikat, ze je
amortizované konstantni. Zpusob, jakym jsme to spocitali, se nazyva agregacni meto-
da — operace slucujeme neboli agregujeme do vétsich celkil a pak zkouméame chovani
téchto celk.

Zmensovani pole

Uvazujme nyni, ze bychom mohli chtit prvky také odebirat. To se hodi tfeba
pri implementaci zasobniku v poli. Tehdy se miize stat, Ze nejprve pfidadme spoustu
prvki (¢imz se pole nafoukne), nadez vétinu z nich zase smazeme a skon¢ime s obfim
polem, v némz nejsou skoro zadné prvky. Mohlo by se proto hodit umét pole zase
,vyfouknout“, abychom neplytvali paméti.

Nabizi se hlidat zaplnéni pole a kdykoliv klesne pod polovinu, realokovat na
polovi¢ni velikost. To ale bude pomalé: predstavme si, ze pole obsahovalo n prvki
a mélo kapacitu 2n. Pak jsme jeden prvek smazali, doslo k realokaci a pole nyni ob-
sahuje n — 1 prvk® a ma kapacitu n. Nasledné pridame 2 prvky, ty se ale nevejdou,
takZe pole opét realokujeme, a ted ma n+ 1 prvki a kapacitu 2n. Nyni 1 prvek sma-
zeme a jsme tam, kde jsme byli. Muzeme tedy porad dokola opakovat posloupnost
4 operaci, ktera pokazdé vynucuje pomalou realokaci.

Problém nastal proto, ze ,skoro prazdné*“ pole se po zmenseni okamzité sta-
lo ,skoro plnym“. Pomuze tedy oddalit od sebe meze pro zvétSovani a zmensovani.
Obvyklé pravidlo je zvétsovat pri preplnéni, zmensovat pri poklesu zaplnéni pod ctur-
tinu. Pocatecni kapacitu struktury nastavime na 1 prvek (¢i jinou konstantu) a pod
to ji nikdy nesnizime.

Véta: Provedeni libovolné posloupnosti n operaci s nafukovacim polem, v niz se
libovolné stiida pfidéavani a odebirani prvki, trva O(n).

Drikaz: Posloupnost operaci rozdélime na bloky. Blok kon¢i okamzikem realokace
nebo koncem celé posloupnosti operaci. Realokaci jesté k bloku pocitame, ale pridani
prvku, které realokaci zptisobilo, uz patfi do nasledujiciho bloku.

V kazdém bloku tedy pridavame a mazeme prvky, coz stoji konstantni ¢as na
prvek, a pak nejvyse jednou realokujeme. Dokézeme, Ze Cas straveny realokaci lze
yrozuctovat® mezi operace zadané béhem bloku tak, aby na kazdou operaci pfipadl
konstantni cas.

Nékteré bloky se chovaji specidlné: V poslednim bloku se vibec realokuje.
V prvnim bloku a mozné i nékterych dalsich obsahuje pole nejvyse 1 prvek. Cas
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na realokaci v kazdém tomto bloku tedy miizeme omezit konstantou, coz je téz na-
nejvys konstanta na operaci.

Zamérme se nyni na né€ktery ze zbyvajicich bloki. Ozna¢me p pocet prvka
v poli na zac¢atku bloku. Pfedchozi blok skoncil realokaci a jelikoz jak zmenseni, tak
zvétseni pole ponechdva pfesné polovinu pole volnou, musi byt aktudlni kapacita
pole presné 2p. K pristi realokaci nas tedy donuti budto nartist poétu prvki na 2p,
anebo pokles na p/2. Aby se to stalo, musime pfidat alespori p nebo ubrat alespoii
p/2 prvki. Cenu ©(p) za realokaci tedy muZeme rozpocitat mezi tyto operace tak,
ze kazda prispéje konstantou. O

Tentokrat jsme pouzili takzvanou ucetni metodu. Obecné spociva v tom, ze ¢as
,preactujeme” mezi operacemi tak, aby celkovy cas zlstal zachovan a nové slozitost
kazdé operace vysla nizka.

Predchozi dikaz lze také prevypravét v feéi hustoty datové struktury. Tak se
fikd podilu poc¢tu prvka a kapacity struktury. Nase nafukovaci a vyfukovaci pole
udrzuje hustotu v intervalu [1/4,1].

Kdykoliv hustota klesne pod 1/4, pole zmensujeme; pfi nértstu nad 1 zvétsuje-
me. Po kazdé realokaci pfitom vychazi hustota pfesné 1/2, takZze mezi kazdymi dvé-
ma realokacemi se hustota zméni alespor o 1/4. Konstantni zména hustoty pfitom
odpovidé linedrni zméné poctu prvki, takze linedrni slozitost realokace rozpocitame
mezi linedrné mnoho operaci a amortizovana slozitost vyjde konstantni.

Zbyvé drobny detail: kdykoliv je pole prazdné, tfeba na zacatku vypoctu, je
hustota nulové, coz lezi mimo povoleny interval. P¥i prazdné struktufe je ale kapa-
cita nanejvys 4 (maximélni kapacita pfi 1 prvku) a tehdy maji operace konstantni
slozitost i v nejhorsim pripadé. Hustotu prazdného pole tedy nemusime uvazovat.
To odpovida vyjimce pro prazdny blok v predchozim rozboru.

Dalsi nafukovaci datové struktury

Pristup zvétSovani a zmensovani kapacity podle potfeby funguje i pro jiné da-
tové struktury, jejichz kapacita musi byt v okamziku vytvareni znama. Vyzkousejme
to tfeba pro haldu z oddilu ?7?.

KdyZ nam dojde kapacita haldy, poridime si novou, dvakrat vétsi haldu. Pre-
suneme do ni vSechny prvky staré haldy a vSimneme si, Ze jsme tim nepokazili
haldové usporadani. Stale tedy staci, aby kazdy prvek na zvétSeni struktury prispél
konstantnim casem.

Podobné muzeme vytvafet nafukovaci intervalové stromy (oddil ??) nebo heso-
vaci tabulky (?? a ??). Tam ale nestadi data zkopirovat, strukturu je potfeba znovu
vybudovat. Jelikoz v§ak budovani stihneme provést v linearnim case, zamortizuje se
aplné stejné jako pouhé kopirovani.

Cvicéeni

1. Uvazujme, ze bychom pole namisto zdvojnasobovani zvétsovali o konstantni
pocet prvki. Dokazte, se tim pokazi ¢asova slozitost.
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2. Jak by to dopadlo, kdybychom m-prvkové pole rovnou zvétsovali na m?2-prvko-
vé? Pocatecni velikost musime samoziejmé zvysit na konstantu vétsi nez 1.

3. K disporzici jsou dva zasobniky, které podporuji pouze operace PUSH (pfidej
na vrchol zdsobniku) a PoP (odeber z vrcholu zdsobniku). Navrhnéte algorit-
mus, ktery bude pomoci téchto dvou zasobniki simulovat frontu s operacemi
ENQUEUE (pfidej na konec fronty) a DEQUEUE (odeber z poc¢atku fronty). Kro-
mé zasobnikti mate k dispozici pouze konstantni mnozstvi paméti. Ukazte, ze
operace s frontou budou mit amortizované konstantni ¢asovou sloZitost.

1.2. Binarni pocitadlo

Dalsi priklad, na kterém vyzkousime amortizovanou analyzu, je bindrni pocita-
dlo. To si pamatuje ¢islo zapsané ve dvojkové soustavé a umi s nim provadét jednu
jedinou operaci: INC — zvySeni o jednicku.

0

1

10
11
100
101
110
111
1000

Obr. 1.1: Prvnich 8 krokd dvojkového
poditadla (zménéné bity tucéné)

Prubéh pocitani muzeme sledovat na obrazku E Pokud ¢islo kon¢i nulou,
INC ji pfepiSe na jednicku a skonci. Konéi-li jednickami, dochézi k prenosu pies tyto
jednicky, takze jednicky se zméni na nuly a nejblizsi nula vlevo od nich na jednicku.

V pseudokédu to miizeme zapsat nasledovné. Cislice poéitadla si budeme pa-
matovat v poli P, nejnizsi ¥dd bude uloZzeny v P[0], druhy nejnizsi v P[1], atd. Za
nejvyssi jednickou bude nasledovat dostatecné mnoho nul.

Algoritmus INC

1. 10

2. Dokud P[i] = 1:
3. P[]+ 0

4. 14+—1+1

5. Pli]«+1

Po provedeni n operaci bude mit pocitadlo ¢ = |logn] bitt. Slozitost operace
INC je linedrni v poétu zménénych bitt. Muze tedy dosdhnout ©(¢), tfeba pokud
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prechazime z 0111...1 na 1000...0. Piekvapivé ale vyjde, ze v amortizovaném
smyslu je tato slozitost konstantni.

Miuzeme to nahlédnout agregaci: nejnizsi rad se méni pokazdé, druhy nejmensi
v kazdé druhé operaci, dalsi v kazdé ¢tvrté operaci, atd., takze celd posloupnost
n operaci trva

vevs

Existuje ale elegantnéjsi a ,,ekonomictéjsi“ zpusob analyzy.
Véta: Provedeni n operaci INC na zpoéatku nulovém pocitadle trva O(n).

Dikaz: Pro potfeby analyzy si pfedstavime, Ze za zavolani jedné operace INC za-
platime dvé mince a kazda z nich reprezentuje jednotkové mnozstvi casu. Nekteré
mince spotfebujeme ihned, jiné ulozime do zasoby a pouZijeme pozdéji.

Konkrétné budeme udrzovat invariant, ze ke kazdému jednickovému bitu poci-
tadla patii jeden penizek v zdsobé. Tfeba takto (x symbolizuje jeden penizek):

* ok kok ok * Kk kK
11011100001111

Nyni provedeme INC. Dokud pfepisuje jednicky na nuly, plati za to penizky uloze-
nymi u téchto jednicek. Nakonec prepise nulu na jednicku, za coz jeden ze svych
penizkt rovnou utrati a druhy ulozi k této jednicéce. Tim jakoby predplati jeji bu-
douci vynulovéni. Vysledek vypada takto:

* % Kok ok *
11011100010000

Provedeme-li tedy n operaci INC, zaplatime 2n penizkt. Pomoci nich zaplatime
vSechny provedené operace, ty tedy trvaji O(n). Na konci ndm néjaké penizky zbudou
v zasobé, ale to jisté nevadi. O

Tomuto typu avah se fikd penizkovd metoda. Obecné ji miZeme popsat tak-
to: Slibime néjakou amortizovanou casovou slozitost operace vyjadfenou uréitym
poc¢tem penizkt. Nékteré penizky utratime rovnou, jiné ulozime ,na horsi casy“.
Pozdéjsi operace mohou tento nasporeny ¢as vyuzit, aby mohly bézet déle, nez jsme
slibili.

Cvicéeni
1. Spodcitejte, jak dlouho bude trvat posloupnosti n operaci INC, kterad zac¢ne s ne-
nulovym stavem pocitadla.

2.  Rozmyslete, ze kdyby mélo binarni pocitadlo podporovat zaroven operace INC
a DEC (sniZeni o 1), operace rozhodné nebudou mit konstantni amortizovanou
slozitost.
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3* Navrhnéte jinou reprezentaci ¢isel, v niz pijdou provadét operace INC, DEC
a TESTZERO (zjisti, zda ¢islo je nulové) v amortizované konstantnim case.

4. Dokazte, ze pocitadlo v soustavé o zakladu k, kde k > 3 je néjakd pevné kon-
stanta, také provadi INC v amortizované konstantnim cCase.

5.  Uvazujme misto INC operaci ADD(k), kterd k pocitadlu pficte &islo k. Dokazte,
Ze amortizovand slozitost této operace je O(logk).

6. Pouzijte penizkovou metodu k analyze nafukovaciho pole z minulého oddilu.

1.3. Potencialova metoda

Potkali jsme nékolik prikladt, kdy amortizovana slozitost datové struktury byla
mnohem lepsi nez jeji slozitost v nejhorsim piipadé. Dilkazy téchto tvrzeni byly
zalozené na néjakém prerozdélovani ¢asu mezi operacemi: nékdy explicitné (acetni
metoda), jindy tak, Ze jsme ¢as odkladali a vyuzili pozdéji (penizkovd metoda).
Pojdme se nyni na tento princip podivat obecnéji.

Méjme néjakou datovou strukturu podporujici rizné operace. Uvazme libovol-
nou posloupnost operaci Oq,...,O,, na této datové struktutre. Skutecnou cenou C;
operace O; nazveme, jak dlouho tato operace doopravdy trvala. Cena zavisi na aktu-
alnim stavu struktury, ale ¢asto ji postaci odhadnout shora ¢asovou slozitosti operace
v nejhorsim pripadé. Jednotky, ve kterych cenu pocitame, si pfitom muizeme zvolit
tak, aby nam vypocty vysly hezky. Jen musime zachovat, Ze ¢asova slozitost operace
je linearni v jeji cené.

Dale kazdé operaci stanovime jeji amortizovanou cenu A;. Ta vyjadfuje nase
minéni o tom, jak bude tato operace prispivat k celkovému c¢asu vSech operaci.
Smime ji zvolit libovolné, ale soucet vSech amortizovanych cen musi byt vétsi nebo
roven souctu cen skuteénych. Vnéjsimu pozorovateli, ktery nevidi dovnitt vypoctu
a sleduje pouze celkovy ¢as, muzeme tvrdit, Ze i-t4 operace trva A;, a on to nemuze
jakkoliv vyvratit.

Na provedeni prvnich i operaci jsme tedy potfebovali ¢as C1+. . .+C;, ale tvrdili
jsme, Ze to bude trvat A; +. ..+ A;. Rozdil téchto dvou hodnot si mtizeme predstavit
jako stav jakéhosi ,bankovniho a¢tu“ na sporeni ¢asu. Obvykle se mu fik& potencidl
datové struktury a znaci se ®; := (3°;_; A;) — (3°j_; Cj). Pfed provedenim prvni
operace je pfirozené &y = 0.

Potencidlovy rozdil A®; := &; — &;_; je pak roven A; — C; a pozname z néj,
jestli i-ta operace ¢as uklada (A®; > 0), nebo naopak spotfebovava dfive naspofeny
Cas (A®; < 0).

Priklady:

® V tdloze s binarnim pocitadlem odpovidé potencial celkovému poctu
nasporenych penizk. Amortizovana cena kazdé operace ¢ini vzdy
2 penizky, skute¢nou cenu stanovime jako 1+ j, kde j je pocet jed-
nic¢ek na konci éisla. Potencidlovy rozdil vyjde 2 — (1 +j) =1 — 7,
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coz odpovida tomu, Ze jedna jednicka pfibyla a j jich zmizelo. Sle-
dujme obrazek m ¢erna kiivka zobrazuje vyvoj potencialu, Sedivé
sloupce skute¢nou cenu jednotlivych operaci.

e Pii analyze nafukovaciho pole se jako potencidl chova pocet ope-
raci s polem od posledni realokace. VSem operacim opét pfiradime
amortizovanou cenu 2, z ¢ehoz jedniCku spotfebujeme a jednicku
ulozime do potencidlu. Provadime-li realokaci, tak ,rozbijeme pra-
satko®, vybereme z potencialu vsechen nasporeny cas a nahlédneme,
7e postaci na provedeni realokace.

OHO—HOHOHOHO—HOHO—HOHOHOHO—HOHO—HOHO—HO HO—HO 1O —HOHO—HOHO—HOHO—HOHO—HOHO—HOHO—HO
OCOHHOOHHOOHHOOHHOOHHOOHHOOH+HOOHHOO=HHOOHHOOHHOO—H—HOOH—HOO=H—HOO—H—=HOO O
0000 HHHHOOOOHHHHOOOOHHHHOOOOHHHHOOOOHHHHOOOO—H—H—HHOOOOHHHHOOOOHHH—HO
00000000 THHHHHHHHOOOOOOOOHHHAHHAH—TO0 0000000 HHHHHHH—HOOOOOOOOHHHAHH—AH—HO
0000000000000 HHHTHHHHAAHHAHAHAAHAOOO0OO0OO0O0O0O0O0O0O0O00O0O0O0HHHHHAHAHAH—H—A—A——"—=—HO
0000000000000 0000000000000000000 Tt AT A AN A A A A A A A A A A A A AAAAAAAAHO
[elelslelolololololslslslslolololololololsllolslololololololololelololololololololololololololololololololololololololololololal ol

Obr. 1.2: Potencial a skute¢na cena operaci u binarniho pocitadla

V obou pfipadech existuje pfiméa souvislost mezi hodnotou potencialu a stavem
¢i historii datové struktury. Nabizi se tedy postupovat opacné: nejprve zavést néjaky
potencial podle stavu struktury a pak podle néj vypocist amortizovanou slozitost
operaci. Vztah A; — C; = A®; = &; — &, totiZ miuZeme ,obratit naruby“: A; =
C; + A®,;. To iiké, Ze amortizovand cena je rovna souctu skutecné ceny a rozdilu
potencidli.

Pro soucet vSech amortizovanych cen pak plati:

m m

ZAi :Z<Ci+q)i -0, )= Zci + &, — P
i=1

i=1 i=1
Druhé sumé se riké teleskopickd: kazdé ®; kromé prvniho a posledniho se jednou
pic¢te a jednou odeéte.(?

Kdykoliv je tedy ®,, > ®¢, soucet skutecnych cen je shora omezen souctem
amortizovanych cen a amortizace funguje.

) Rika se ji tak podle starych dalekohled, které se skladaly z do sebe zasunutych
kovovych valct. Ma-li i-ty véalec vnitini polomér r; a vnéjsi R;, muzeme celkovou
tloustku vélct spocitat jako Y .(R; — r;), ale to je evidentné také rovno R, — 7.
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Shrneme, jak se potencidlovd metoda pouziva:

® Definujeme vhodnou potencidlovou funkci ® v zavislosti na stavu
datové struktury. Na to neexistuje zadny univerzalni ndvod, ale ob-
vykle chceme, aby potencial byl tim vétsi, ¢im vic se blizime k ope-
raci, kterad bude trvat dlouho.

e Ukazeme, ze &y < ®,, (aneb neztistali jsme ,dluzit ¢as“). Casto nas
potencial vyjadiuje pocet néceho ve struktufe, takze je pfirozené na
pocatku nulovy a pak vzdy nezaporny. Tehdy pozadovana nerovnost
trivialné plati.

® Vypocteme amortizovanou cenu operaci ze skutecné ceny a poten-
cidlového rozdilu: 4; = C; + ®; — ®;_;. Casto ji neumime vyjadiit
pfesné (tfeba proto, ze nezndme pfesné C;), a tak se spokojime
s hornim odhadem.

® Nékdy jesté upravime multiplikativni konstantu u skutecné ceny
(tedy zvolime vhodnou jednotku ¢asu), aby cena lépe odpovidala
zvolenému potencialu.

Amortizovand analyza je uzitecné v pripadech, kdy datovou strukturu pouzivé-
me uvnitf néjakého algoritmu. Tehdy nas nezajimaji konkrétni ¢asy operaci, nybrz
to, jak datova struktura ovliviiuje ¢asovou slozitost celého algoritmu. Mohou se tudiz
hodit i struktury, které maji $patnou ¢asovou slozitost v nejhorsim p¥ipadé (¥iké se
také worst-case sloZitost), ale dobrou amortizovanou.

Jsou ovsem pfipady, kdy to nestaci: programujeme-li automatické fizeni letadla,
musime na udalosti reagovat okamzité. Kdybychom reakci odlozili, protoze zrovna
uklizime datové struktury, program by mohl doslova spadnout.

Dodejme jesté, ze bychom si neméli plést amortizovanou a primeérnou slozitost.
Primér pocitany pres vSechny mozné vstupy nebo pres vSechny mozné pribéhy
randomizovaného algoritmu (blize viz kapitola ??) obvykle nic neslibuje o konkrétnim
vstupu. Naproti tomu amortizovana slozitost ndm da spolehlivy horni odhad ¢asu
pro libovolnou posloupnost operaci, jen neprozradi, jak bude tento ¢as rozdélen mezi
jednotlivé operace.

Cviceni

1. Analyzujte potencidlovou metodou amortizovanou slozitost nafukovaciho pole,
které misto na dvojnasobek realokuje na k-nasobek pro néjaké pevné k > 1.

2. Okénkovd minima: Na vstupu postupné prichéazeji ¢isla. Kdykoliv pfijde dalsi,
vypiste minimum z poslednich k ¢isel. Na rozdil od cviceni ?? existuje i feSeni
pracujici v amortizované konstantnim ¢ase na operaci.

3** Vyfeste pfedchozi cviceni ve worst-case konstantnim case.

4.  Minimouvy strom pro posloupnost 1, ..., x, navzajem ruznych prvki je defino-
van takto: v kofeni lezi prvek x; s nejmensi hodnotou, levy podstrom je mini-
movym stromem pro zi,...,%;—1, pravy podstrom pro 1, ..., %,. Navrhnéte

algoritmus, ktery sestroji minimovy strom v éase O(n).

8 2017-05-18



5% 'V bindrnim vyhleddvacim stromu budeme provadét operace FIND (nalezeni prv-
ku se zadanym kli¢em) a Succ (nalezeni naslednika prvku, ktery ndm vratila
pfedchozi operace FIND nebo Succ). Najdéte potencidl, vici kterému vyjde
amortizovana slozitost FIND O(logn) a Succ O(1).

6. (2,3)-stromy z oddilu ?7?: Operaci INSERT rozdélime na hledani ve stromu a struk
turdlni zmény stromu: to jsou upravy klict a ukazateld ulozenych ve vrcholech.
Ukazte, ze pokud na puvodné prazdny (2, 3)-strom aplikujeme jakoukoliv po-
sloupnost INSERT1, kazdy z nich provede amortizované konstantni pocet struk-
turdlnich zmén. Zobecnéte pro libovolné (a, b)-stromy.

7* Podobné jako v pfedchozim cvi¢eni budeme poditat strukturdlni zmény v (a, b)-
stromu, ale tentokrat pro libovolnou kombinaci operaci INSERT a DELETE. Do-
kazte, ze ve (2,4)-stromu kazdd takovd operace provede amortizované O(1)
zmén, zatimco ve (2, 3)-stromech je jich linedrné mnoho. Zobecnéte na (a, 2a)-
stromy a (a, 2a — 1)-stromy.

1.4. Liné vyvazovani stromu

Pri ukladani dat do binarniho vyhledavaciho stromu potfebujeme strom vy-
vazovat, abychom udrzeli logaritmickou hloubku. Potkali jsme nékolik vyvazovacich
technik pracujicich v logaritmickém case, nicméné vSechny byly dost pracné. Nyni
predvedeme mnohem jednodussi variantu stromii. Slozitost vyvazovani sice budeme
mit v nejhorsim pfipadé linearni, ale amortizovanou stale logaritmickou.

Vzpomenme na definici dokonalé vyvazenosti: ta pozaduje, aby pro kazdy vr-
chol platilo, ze velikosti jeho podstromu se lisi nejvyse o 1. Tedy Ze pomér téchto
velikosti je skoro piesné 1 : 1. Ukazalo se, Ze je to pfilis pfisnd podminka, takze ji
nelze efektivné udrzovat. Tedy ji trochu uvolnime: pomér velikosti podstromt bu-
de lezet nékde mezi 1 : 2 a 2 : 1. Totéz mizeme formulovat pomoci poméru mezi
velikosti podstromii otce a syni:(®)

Definice: V bindrnim stromu zavedeme mohutnost vrcholu m(v) jako pocet vrcholt
v podstromu zakofenéném pod v (list mé tedy mohutnost 1). Strom je v rovnovdze,
pokud pro kazdy vrchol v a jeho syna s plati m(s) < 2/3-m(v).

Lemma: Strom o n vrcholech, ktery je v rovnovaze, mé hloubku O(logn).

Diikaz: Sledujme, jak se méni mohutnosti vrcholti na libovolné cesté z kotfene do
listu. Kofen ma mohutnost n, kazdy dalsi vrchol ma mohutnost nejvyse 2/3 pred-
choziho, az dojdeme do listu s mohutnosti 1. Cesta tedy muaze byt dlouha nejvyse

logy/3(1/n) = logz o n = O(logn). 0

Nyni rozmyslime, jak strom udrzovat v rovnovéze. Abychom mohli rovnovédhu
kontrolovat, zapamatujeme si v kazdém vrcholu jeho mohutnost.

(3) Pro¢ jsme nezistali u piivodni definice pomoci poméru velikosti podstromi? To
proto, ze je-li néktery z podstromt prazdny, délili bychom nulou.
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Budeme pfedpokladat, ze do stromu pouze vkldadame nové prvky; mazéani po-
nechédme jako cviceni. Vyjdeme z algoritmu BVSINSERT pro obycejny vyhledavaci
strom. Ten se pokusi novy prvek najit a kdyz se mu to nepovede, pfidd novy list.
Navic se pak budeme vracet z pridaného listu zpét do kofene a vSsem vrcholim po
cesté zvySovat mohutnost o 1 (ostatnim vrcholiim se mohutnost evidentné nezméni).

Kdekoliv zménime mohutnost, zkontrolujeme, zda je stile splnéna podminka
rovnovahy. Pokud vSude je, jsme hotovi. V opa¢ném pfipadé nalezneme nejvyssi vr-
chol, v némz je porusena, a cely podstrom pod timto vrcholem rozebereme a ptrebu-
dujeme na dokonale vyvazeny strom. Rozebrani a pfebudovani stihneme v linedrnim
Case (blize viz cviceni 7).

INSERT do naseho stromu se tedy nezatézuje lokalnimi nepravidelnostmi, pouze
udrzuje rovnovahu. To je takovy ,liny“ pristup — dokud situace neni opravdu vazna,
tvarime se, jako by nic. Rovnovaha nam zarucuje logaritmickou hloubku, tim padem
ilogaritmickou sloZitost vyhleddvani. A jakmile nevyvazZenost piekro¢i kritickou mez,
uklidime ve stromu poradné, coz sice potrva dlouho, ale pak zase dlouho nebudeme
muset nic délat.

Véta: Amortizovand slozitost operace INSERT s linym vyvazovanim je O(logn).

Dikaz: Zavedeme Sikovny potencial. Mél by vyjadtfovat, jak daleko jsme od dokonale
vyvazeného stromu: vkladanim by mél postupné rist a jakmile néjaky podstrom
vyvedeme z rovnovahy, potencidl by mél byt dostatecné vysoky na to, abychom
z néj zaplatili prebudovani podstromu.

Potencial proto definujeme jako soucet prispévkiu jednotlivych vrchold, pficemz
kazdy vrchol pfispéje rozdilem mohutnosti svého levého a pravého syna (chybé&jicim
syntim pfisoudime nulovou mohutnost). Budeme ovSem potfebovat, aby dokonale
vyvazeny podstrom mél potencidl nulovy, takze priddme vyjimku: pokud se mohut-
nosti lisi pfesné o 1, pfispévek bude nula.

U= Zw(v), kde

b(v) = {|Om(€(v)) —m(r(v))] Jplzl;Ed je to alesponi 2,

Pridame-li novy list, vrcholiim na cesté mezi nim a kofenem se zvysi mohutnost
o 1, tim padem piispévky téchto vrcholi k potencidlu se zmeéni nejvyse o 2 (obvykle
o 1, ale pokud je zrovna rozdil vah jednickovy, prispévek skoc¢i z 0 rovnou na 2 ¢i
opacné).

Pokud nedoslo k zddnému ptebudovani, stravili jsme O(logn) ¢asu priachodem
cesty tam a zpét a zménili potencidl taktéz o O(logn). To ddvd amortizovanou
slozitost O(logn).

Necht tedy nastane pfebudovani. V n&jakém vrcholu v plati, Ze jeden ze synfi,
bez Gjmy na obecnosti £(v), ma piili§ velkou mohutnost relativné k otci: m(£(v)) >
2/3 - m(v). Opaény podstrom tedy musi mit naopak malou mohutnost, m(r(v)) <
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1/3-m(v). P¥ispévek ¢ (v) proto €ni aspoii 1/3-m(v). Tento pFispévek se piebudova-
nim vynuluje, stejné tak prispévky vSech vrcholi lezicich pod v; ostatnim vrcholim
se piispévky nezméni. Potenciél tedy celkové klesne alespoii o 1/3 - m(v).

Skute¢nd cena prebudovani ¢ini ©(m(v)), takze pokles potencidlu o Fadové
m(v) ji vyrovnd a amortizovana cena prebudovani vyjde nulova. (Kdybychom chtéli
byt pfesni, vynasobili bychom potencial vhodnou konstantou, aby pokles potencidlu
pfebil i konstantu z ©.) O

Na zavér zminime, ze myslenku vyvazovani pomoci mohutnosti podstroma po-

vvvvv

a vyvazovaly se pomoci rotaci.

Cviceni

1. Dopliite operaci DELETE. Pro analjzu pouzijte tentyz potencial.

2* Co by se pokazilo, kdybychom v definici 1(v) neudélali vyjimku pro rozdil 17?

1.5.* Splay stromy

Ukazeme jesté jeden pozoruhodny piistup k vyhleddvacim stromim, ktery ve-
de na logaritmickou amortizovanou slozitost. Objevili ho v roce 1983 Daniel Sle-
ator a Robert Tarjan. Je zaloZeny na prosté myslence: kdykoliv chceme pracovat
s néjakym vrcholem, postupnymi rotacemi ho ,vytdhneme“ az do kofene stromu.
Této operaci budeme fikat SPLAY a budeme mluvit o splayovdni® vrcholu.

Rotace na cesté od vybraného prvku do kofene ovSem mizeme volit vice zpti-
soby a vétSina z nich nevede k dobré slozitosti (viz cvi(:eni. Kouzlo spociva v tom,
ze budeme preferovat dvojité rotace. Mozné situace pfi splayovani vrcholu = vidime
na obrézkum Je-li  levym synem levého syna, provedeme krok typu LL. Podobné
krok LP pro pravého syna levého syna. Kroky PP a PL jsou zrcadlovymi variantami
LL a LP. Konec¢né pokud uz x je synem kofene, provedeme jednoduchou rotaci, tedy
krok L nebo jeho zrcadlovou variantu P.

Jak se z téchto kroki slozi celé splayovani, mtizeme pozorovat na obrazku E
Nejprve provedeme krok PP, pak opét PP, a nakonec P. Vsimnéte si, ze splayovani
ma tendenci pretvaret dlouhé cesty na rozvétvenéjsi stromy. To ndm dava nadéji, ze
nahodile vzniklé degenerované ¢asti nas nebudou dlouho brzdit.

Pojdme se pustit do amortizované analyzy. Zakladem je néasledujici potencial.
Vypada ponékud magicky — Sleator s Tarjanem ho vytahli jako kralika z kouzelnic-
kého klobouku, aniz by za nim byla vidét jasnd intuice. Jakmile zname potencial,
zbytek uz bude snadnjy.

Definice:

e T'(v) ozna¢ime podstrom zakofenény ve vrcholu v,

(4 Anglické splay znamena zeSikmeni ¢ zkoseni. Nam vSak pribéh operace nic
takového nepfipomind, takze radéji strpime neelegantni anglicismus.
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Obr. 1.3: Splayovaci kroky L, LL a LP

® ® 0 ®
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Obr. 1.4: Postup splayovani vrcholu 5

e mohutnost vrcholu m(v) je pocet vrchol v podstromu T'(v),

e rank vrcholu r(v) je dvojkovy logaritmus mohutnosti m(v),
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® potencidl splay stromu je soucet rankd vSech vrchold.

Obrazek E naznacuje, ze vyssi potencidly opravdu odpovidaji méné vyvaze-
nym stromtim — cesta se postupnym splayovanim proménuje na kosaty strom a po-
tencial pfi tom vytrvale klesd, tim vic, ¢im vic prace ndm splayovani dalo.

21.791 15.077 15.077 12.299 12.077
© ©) (D (3
@ © © © © (7
@ (2 OO @ @ O
€) @O @ @ ® O ©® ®
@ ® © OO ® ®
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©® @
@
®

©)

Obr. 1.5: Vyvoj potencidlu béhem splayovani hodnot 9, 0, 7, 3

Dokazeme, ze tomu tak je obecné. Cenu operace SPLAY budeme méfit poctem
provedenych rotaci (takze dvojita rotace se pocita za dvé); skuteénd casové slozitost
je zjevné linedrni v této cené. Plati néasledujici véta:

Véta: Amortizovand cena operace SPLAY(z) je nejvyse 3- (r'(z) —r(z)) + 1, kde r(z)
je rank vrcholu x pfed provedenim operace a 7/(x) po ném.

Nyni vétu dokdzeme. Ctenéfi, ktefi se zajimaji predevsim o dalsi operace se
splay stromy, mohou preskocCit na stranu [l a pak se pripadné k dikazu vratit.
Dikaz: Amortizovana cena operace SPLAY je souctem amortizovanych cen jednotli-
vych krokt. Ozna¢me r1(z),...,r:(z) ranky vrcholu  po jednotlivych krocich spla-
yovani a ro(z) rank pfed prvnim krokem.

V nésledujicich lemmatech dokazeme, Ze cena kazdého kroku je shora omezena
3ri(z) — 3r;—1(z). Jedinou vyjimku tvoii kroky L a P, které mohou byt o jednicku
drazsi. Jelikoz preferujeme dvojrotace, nastane takovy krok nejvyse jednou. Pro
celkovou cenu tedy dostéavame:

A < 2(37“1(1‘) — 37‘,‘_1(I)) + 1.
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To je teleskopickd suma: kromé rg a r; se kazdy rank jednou pficte a jednou odecte,

takZe pravé strana je rovna 3ri(z) — 3ro(x) + 1. To dava tvrzeni véty. O
Nyni doplnime vypocty ceny jednotlivych typt krokid. Vzdy budeme splayo-

vat vrchol x, nec¢arkované proménné budou odpovidat stavu pred provedenim kroku

a Carkované stavu po ném. Nejprve ovSsem dokaZeme obecnou nerovnost o logarit-

mech.

Lemma (o pruméru logaritmu): Pro kazda dvé kladn4 redlna cisla a, 8 plati

a+ S log a + log 8
2~ 2 '

log

Diikaz: Pozadovana nerovnost plati kromeé logaritmu pro libovolnou konkdvni funk-
ci f. Tak se fika funkcim, pro jejichz graf plati, ze tsecka spojujici libovolné dva
body na grafu lezi celd pod grafem (pfipadné se muZe grafu dotykat). Konkdvnost
se pozna podle zaporné druhé derivace.

Pro logaritmus to jde snadno: prvni derivace pfirozeného logaritmu Inz je
1/z, druhd —1/22, coZ je zdporné pro kazdé x > 0. Dvojkovy logaritmus je (In2)-
nasobkem pfirozeného logaritmu, takze je také konkavni.

Uvazujme nyni graf néjaké konkavni funkce f na obrézkum Vyznaéime v ném
body A = (o, f(a)) a B = (8, f(8)). Najdeme st¥ed S usecky AB. Jeho soufadnice
jsou primérem soutfadnic krajnich bodi, tedy

5o (242 110

2’ 2
Diky konkévnosti musi bod S lezet pod grafem funkce, tedy specidlné pod bodem

’ a+f3 a+p
s-(500(57)

Porovnénim y-ovych soufadnic bodit S a S’ ziskdme pozadovanou nerovnost. ]

A= (a, f(e))

Obr. 1.6: Primérova nerovnost pro konkavni funkci f
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Dusledek: Jelikoz logaTH} = log(a + 8) — 1, miZeme také psit loga + logf <
2log(a+ B) — 2.
Lemma LP: Amortizovand cena kroku typu LP je nejvyse 3r'(z) — 3r(x).

Diikaz: Sledujme obrazek E a uvazujme, jak se zméni potencidl. Jediné vrcholy,
jejichz rank se miize zménit, jsou w, x a y. Potencial tedy vzroste o (r'(w) —r(w)) +
(r'(z) — r(z)) + ("' (y) — r(y)). Skuteéna cena operace ¢ini 2 jednotky, takze pro
amortizovanou cenu A plati:

A=2+7"(w) +r'(2) +1'(y) — r(w) —r(z) —ry).
Chceme ukézat, ze A < 3r'(z) — 3r(x). Potfebujeme proto ranky ostatnich vrcholi
néjak odhadnout pomoci r(z) a r'(x).
Na souéet r'(w) 4+ r'(y) vyuZijeme lemma o prameéru logaritmii:
r'(w) +1r'(y) = logm/ (w) + logm’ (y)
< 2log(m/(w) +m/(y)) — 2.

sou disjunktni a oba lezi pod x, musi platit

Protoze podstromy T’ (w) a T'(y)
= r/(z). Celkem tedy dostdvame:

log(m/(w) +m’(y)) <logm'(z) ’J(
r(w) +1r'(y) < 2r'(x) — 2.
To dosadime do nerovnosti pro A a ziskdme:
A <3r'(z) — r(w) —r(z) — r(y).

Zbyvajici ranky mtzeme odhadnout trivialné:

r(w) > r(x) protoze T(w) 2 T(x),

r(y) > r(z) protoze T'(y) 2 T(x).
Dostéavame tvrzeni lemmatu. ]

Lemma LL: Amortizovand cena kroku typu LL je nejvyse 3r'(z) — 3r(z).

Diikaz: Budeme postupovat podobné jako u kroku LP. Skutecna cena je opét 2,
ranky se mohou zménit pouze vrchollim z, y a z, takze amortizovana cena ¢ini

A=2+7"(2)+7r"(y) +7'(2) —r(z) —r(y) — r(2).

Chceme se zbavit v8ech ¢lent kromé r(z) a r'(x).

Zase by se nam hodilo pouzit primérové lemma na néjaké dva podstromy,
které jsou disjunktni a dohromady obsahuji skoro vSechny vrcholy. Tentokrat se
nabizi T'(z) a T'(z):

r(z) +r'(z) = logm(z) + logm/(2)
< 2log(m(z) +m'(2)) — 2
< 2logm/(z) — 2 =2r'(x) — 2.
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To je ekvivalentni s nerovnosti r'(z) < 2r'(z) — r(x) — 2. Tim padem:
A <3 (z) +1'(y) = 2r(x) —r(y) —r(2).

Zbylé nezadouci ¢leny odhadneme elementarné:

r(z) =1'(z) protoze T(z) =T'(z),
r(y) = r(z) protoze T'(y) 2 T(z),
r'(y) <7r'(x) protoze T'(y) C T'(x).
Z toho plyne pozadovand nerovnost A < 3r'(z) — 3r(x). O

Lemma L: Amortizované cena kroku typu L je nejvyse 3r'(x) — 3r(z) + 1.

Diikaz: Skutecna cena je 1, ranky se mohou meénit jen vrcholim x a y, takze amor-
tizovana cena vyjde:

A=147(@) +7'(y) - (@) — r(y).
Z inkluze podstromt plyne, ze r'(y) < r'(x) a r(y) > r(z), takze:
A<142r(x) —2r(z).

Z inkluze ale také vime, Ze /(z) — r(x) nemiZe byt zaporné, takze tim spi§ plati
i A<1+43r'(z)— 3r(x), coZ jsme chtéli. O

Dusledek: Jelikoz definice ranku je symetrickd vzhledem k prohozeni stran, kroky
typu PP, PL a P maji stejné amortizované ceny jako LL, LP a L.

Hledani podle kli¢e

Dokézali jsme, ze amortizovana slozitost operace SPLAY(z) je O(r'(x) — r(x) +
1), kde r(z) a r'(x) jsou ranky vrcholu x pfed operaci a po ni. Ranky jakozto loga-
ritmy mohutnosti nikdy nepiekro¢i logn, takze sloZitost evidentné lezi v O(logn).
Nyni ukdzeme, jak pomoci splayovani provadét bézné operace s vyhledavacimi stro-
my.

Operaci FIND, tedy vyhledani prvku podle kli¢e, provedeme stejné jako v oby-
¢ejném vyhleddvacim stromu a nakonec nalezeny prvek vysplayujeme do kofene.
Kdybychom kli¢ nenalezli, vysplayujeme posledni navstiveny vrchol. Samotné hleda-
ni trva linearné s hloubkou posledniho navstiveného vrcholu. Préci linearni s hloub-
kou ovSsem vykoné i splayovani, takze vychéazi-li amortizovana slozitost splayovani
O(logn), musi totéz vyjit i pro hledéni.

Miuzeme si to predstavit také tak, ze operaci SPLAY natctujeme i ¢as spotfebo-
vany hledanim. Tim se splayovani zpomali nejvyse konstanta-krat, takze stale bude
platit amortizovany odhad O(logn).
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Vkladani prvkua

Operaci INSERT implementujeme také obvyklym zpuisobem, takZze novy prvek
se stane listem stromu. Ten posléze vysplayujeme do korene. Opét mizeme slozitost
hledani spravného mista pro novy list natuctovat provedenému splayi. Je tu ovsem
drobny hacek: pripojeni listu zvysi ranky vrcholu lezicich mezi nim a kofenem, tak-
ze musime do slozitosti INSERTu zapocitat i zvySeni potencidlu. Nastésti je pouze
logaritmické.

Lemma: Pfidéani listu zvysi potencidl o O(logn).

Diikaz: Oznacime vy, . .., v; vrcholy na cesté z kofene do nového listu £. Ne¢arkované
proménné budou jako obvykle popisovat stav pred pfipojenim listu, ¢arkované stav
po ném. Potencialovy rozdil ¢ini:

t

AD = (' (v;) = r(vi)) +7'(0).

i=1

Jelikoz ¢ je list, m& jednotkovou mohutnost a nulovy rank. Novy rank v; je r'(v;) =
logm/(v;) = log(m(v;) + 1), jelikoz v podstromu T'(v;) pfibyl pravé list .

Logaritmus vyrazu m(v;)+1 vzdoruje pokustim o tipravu, ale miizeme ho trochu
neéekané odhadnout shora pomoci m(v;—_1). Vskutku, podstrom T'(v;_1) obsahuje
v8e, co lezi v T'(v;), a je$té navic vrchol v;_;. Proto musi platit m(v;—1) > m(v;)+1 =
m'(v;), a tim paddem také r(v;_1) > r'(v;).

Tuto nerovnost dosadime do vztahu pro potencidlovy rozdil (pfipad i = 1 jsme
museli ponechat zv1ast):

t

AD < (r'(v1) = 7(v1)) + Z(r(vi_l) —r(v;)).

i=2
Tato suma je teleskopickd — vétsina ranki se jednou pficte a jednou odecte. Ziskame
AD < 1'(v1) — r(vy),

a to je jisté nejvyse logaritmické. O
Mazani prvku

7Z klasickych operaci zbyva DELETE. Ten provedeme netradi¢né: nalezneme za-
dany vrchol a vysplayujeme ho do korene. Pak ho odebereme, ¢imz se strom rozpadne
na levy a pravy podstrom. Nyni nalezneme maximum levého podstromu a opét ho
vysplayujeme. Tim jsme levy strom dostali do stavu, kdy jeho maximum lezi v kore-
ni a nema pravého syna. Jako pravého syna mu tedy mtzeme ptipojit kofen pravého
podstromu, ¢imz podstromy opét spojime.

Amortizované analyza se provede podobné, jen musime pracovat s vice stromy
najednou. To je snadné: potencidly stromii se¢teme do jednoho celkového potencialu.
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Obr. 1.7: Postup mazani ze splay-stromu

Hledani mazaného prvku a minima v podstromu naictujeme nasledujicimu
splayovani. Odebrani kofene potencial snizi o rank kofene, ostatni vrcholy pfispiva-
ji stale stejné. Nakonec spojime dva stromy do jednoho, ¢imz vzroste pouze rank
nového kofene, nejvyse o logn.

Dokazali jsme tedy, ze amortizovana casova slozitost operaci FIND, INSERT
a DELETE ve splay stromu je O(logn). Algoritmus mazéani navic mizeme rozdélit
na operace SPLIT (rozdéleni stromu okolo daného prvku na dva) a JOIN (slepeni
dvou stromt, kde vSechny prvky jednoho jsou mensi nez vSechny prvky druhého, do
jednoho stromu), obé rovnéz amortizované logaritmické.

Zminime jesté jednu pozoruhodnou vlastnost splay stromu: ¢asto pouzivané
prvky maji tendenci hromadit se blizko kofene, takze ptistup k nim je rychlejsi nez
k prvkim, na které sahame ziidka. BliZe o tom ve cviceni

Cviceni
1. Naivni splayovani: Ukazte, ze kdybychom splayovali pouze jednoduchymi ro-

tacemi, tedy kroky typu L a P, amortizovana slozitost operace SPLAY by byla
linearni. Dobfe je to vidét na stromech ve tvaru cesty.

2. Splayovdni shora doli: Nevyhodou splay stromu je, Ze se po nalezeni prvku
musime po stejné cesté jesté vratit zpét, abychom prvek vysplayovali. Ukazte,
jak splayovat uz béhem hledani prvku, tedy shora dolt.

3* Sekvencni prichod: Dokazte, Ze pokud budeme postupné splayovat vrcholy stro-
mu od nejmensiho po nejvétsi, potrva to celkem O(n).

4*  Vdzend analyza: Vrcholtim splay stromu pfifadime vdhy, coz budou néjaka klad-
né realné ¢isla. Algoritmus samotny o vahach nic nevi, ale pouzijeme je pfi ana-
lyze. Mohutnost vrcholu pfedefinujeme na soucet vah vSech vrchold v podstro-
mu. Rank a potencial ponechame definovany stejné. Dokazte, Ze véta o slozitosti
splayovani stale plati. Rozeberte slozitost operaci FIND, INSERT a DELETE. Po-
zor na to, ze ranky uz nemusi byt logaritmické, takze slozitosti budou zaviset
na vahach. A také pozor, Ze pro vahy v intervalu (0,1) mohou ranky vychézet

zaporné.
5% Ndhodné piistupy: Uvazujme splay strom, ktery si pamatuje prvky x1,..., T,
a prichézeji na né dotazy nahodné s pravdépodobnostmi pq,...,p,, pficemz
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>, pi = 1. Vyuzijte vysledku pfedchoziho cvic¢eni a dokazte, ze amortizovana
slozitost piistupu k x; je O(log(1/p;)). Pokuste se o srovnani se statickymi
optimélnimi vyhledédvacimi stromy z oddilu ??.
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