1. Rozdél a panuj

vy

Potkéame-li spletity problém, casto pomahé rozdélit ho na jednodussi casti
a s témi se pak vypoiddat postupné. Jak fikali staii Rimané: rozdeél a panuj.(t)
Tato zasada se pak osvédcila nejen ve starofimské politice, ale také o dvé tisicileti
pozdéji pti nadvrhu algoritmd.

Nas v této kapitole bude pfirozené zajimat zejména algoritmické stranka vé-
ci. Nasim cilem bude rozklddat zadany problém na mensi podproblémy a z jejich
vysledkt pak skladat feSeni celého problému. S jednotlivymi podproblémy potom
nalozime stejné — opét je rozlozime na jesté mensi a tak budeme pokracovat, nez se
dostaneme k tak jednoduchym vstupiim, Ze je uz umime vytesit pfimo.

Myslenka je to trochu blazniva, ale ¢asto vede k prekvapivé jednoduchému,
rychlému a obvykle rekurzivnimu algoritmu. Postupné ji pouzijeme na t¥idéni po-
sloupnosti, nasobeni ¢isel i matic a hledani k-tého nejmensiho ze zadanych prvku.

Nejprve si tuto techniku ovSem vyzkousime na jednoduchém hlavolamu zné-
mém pod nazvem Hanojské véze.

1.1. Hanojské véze

Legenda vypravi, ze v daleké Hanoji stoji starobyly klaster. V jeho sklepeni se
skryva rozlehla jeskyné, v niz stoji tii sloupy. Na nich je navleceno celkem 64 zlatych
diskti riznych velikosti. Za tsvitu vékid byly vSechny disky srovnané podle velikosti
na prvnim sloupu: nejvétsi disk dole, nejmensi nahote. Od té doby mnisi kazdy den
za hlaholu zvonu obfadné prenesou nejvyssi disk z nékterého sloupu na jiny sloup.
Tradice jim pfitom zakazuje polozit vétsi disk na mensi a také zopakovat jiz jednou
pouzité rozmisténi diskt. Rika se, Ze aZ se vSechny disky opét sejdou na jednom
sloupu, nastane konec svéta.

Nabizi se samozrejmé otazka, za jak dlouho se mnichiim muze podafit splnit
sviij tkol a celou ,,véz“ z diskti pfenést. Zamysleme se nad tim rovnou pro obecny
pocet diskl a ocislujme si je podle velikosti od 1 (nejmensi disk) do n (nejvétsi).
Také si ozna¢me sloupy: na sloupu A budou disky na poc¢atku, na sloup B je chceme
premistit a sloup C' muzeme pouzivat jako pomocny.

Af uz zvolime jakykoliv postup, nékdy béhem néj musime premistit nejveétsi
disk na sloup B. V tomto okamziku musi byt na jiném sloupu samotny nejvétsi disk
a vSechny ostatni disky na zbyvajicim sloupu (viz obrazek). Nabizi se tedy nejprve
premistit disky 1,...,n — 1 z A na C, pak pfresunout disk n z A na B a kone¢né
prestéhovat disky 1,...,m — 1 z C na B. Tim jsme tedy problém pfesunu véze
vysky n prevedli na dva problémy s vézi vysky n — 1. Ty ovSem muzeme vyfesit
stejné, rekurzivnim zavolanim téhoz algoritmu. Zastavime se az u véze vysky 1,
kterou zvlddneme pfemistit jednim tahem. Algoritmus bude vypadat takto:

(1) Oni to fikali spis latinsky: divide et impera.
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Obr. 1.1: Stav hry pfi pfendseni nejvétsiho disku (n = 5)

Algoritmus HANOJ
Vstup: Vyska véze n; sloupy A (zdrojovy), B (cilovy), C' (pomocny)
1. Pokud je n = 1, presuneme disk 1 z A na B.

2. Jinak:

3. Zavolame HANOJ(n — 1; A, C, B).
4. Pfesuneme disk n z A na B.

5 Zavolame HANOJ(n — 1;C, B, A).

0 1 2 3 4 5 6 7
All & LIt Ll4s L4 LLL 4] _|a&]
| HaNo03(2; A, C, B) |A—>B| HaNo031(2;C, B, A) |

Obr. 1.2: Pribéh algoritmu HANOJ pro n = 3

Ujistéme se, ze nas algoritmus pti prendseni vézi neporusi pravidla. Kdyz v kro-
ku 3 pfesouvame disk z A na B, o vSech mensich discich vime, Ze jsou na vézi C, takze
na né urcité nic nepolozime. Taktéz nikdy nepouzijeme zadnou konfiguraci dvakrat.
K tomu si sta¢i uvédomit, ze se konfigurace navstivené béhem obou rekurzivnich
volani 1isi polohou n-tého disku.

Spocitejme, kolik tahti nas algoritmus spotiebuje. Pokud si ozna¢ime T'(n) po-
¢et tahti pouzity pro véz vysky n, bude platit:

T(1) =1,
Tn)y=2-T(n—1)+1.

Z tohoto vztahu okamzité zjistime, ze T'(2) = 3, T'(3) = 7 a T'(4) = 15. Nabizi se,
Ze by mohlo platit T'(n) = 2™ — 1. To snadno ovéfime indukci: Pro n = 1 je tvrzeni
pravdivé. Pokud plati pro N — 1, dostaneme:

Tn)=2-2"'-1+1=2-2""1-241=2"—1.
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Casova slozitost algoritmu je tedy exponencidlni. Ve cviceni [l] ale snadno uka-
Zeme, ze exponencialni pocet tahi je nejlepsi mozny. Pro n = 64 proto mnisi budou
pracovat minimalné 264 ~ 1.84-10'? dni, takze konce svéta se alespoii po nejblizsich
par biliard let nemusime obavat.

Cviceni

1. Dokazte, ze algoritmus HANOJ je nejlepsi mozny, ¢ili ze 2™ — 1 taht je opravdu
potteba.

2. Pridejme k regulim hanojskych mnichi jesté jedno pravidlo: je zakazano pfe-
naset disky pfimo ze sloupu A na B nebo opaéné (kazdy pfesun se tedy musi

uskuteénit pfes sloup C). I nyni je problém feSitelny. Jak a s jakou ¢asovou
slozitosti?

3. Dokazte, ze algoritmus z pfedchoziho cvic¢eni navstivi kazdé korektni rozmisténi
diskl na sloupy (tj. takové, v némz nikde nelezi vétsi disk na mensim) pravé
jednou.

4. Vymyslete algoritmus, ktery pro zadané rozmisténi diskti na sloupy co nejrych-
leji premisti vSechny disky na libovolny jeden sloup.

5% Navrhnéte takové feSeni Hanojskych vézi, které misto rekurze bude umét z po-
fadového ¢isla tahu rovnou urdit, ktery disk pfesunout a kam.

1.2. Tridéni slévanim — Mergesort

Zopakujme si, jakym zptusobem jsme vyftesili ilohu z minulé kapitoly. Nejprve
jsme ji rozlozili na dvé tlohy mensi (véZe vysky n — 1), ty jsme vyftesili rekurzivng,
a pak jsme z jejich vysledkii pfidanim jednoho tahu utvotili vysledek tlohy piivodni.
Podivejme se nyni, jak se podobny ptistup osvédéi na problému tiidéni posloupnosti.
Ukazeme rekurzivni verzi trideni slévdnim — algoritmu Mergesort z oddilu ?7.

Dostaneme-li posloupnost n prvku, jisté ji muzeme rozdélit na dvé ¢asti polo-
vi¢ni délky (feknéme prvnich |n/2| a zbyvajicich [n/2] prvki). Ty setiidime rekur-
zivnim zavolanim téhoz algoritmu. Setfidéné poloviny posléze slijeme dohromady
do jedné settidéné posloupnosti a mame vysledek. Kdyz jesté oSetiime trividlni pfi-
pad n = 1, aby se ndm rekurze zastavila (na to neni radno zapominat), dostaneme
nasledujici algoritmus.

Algoritmus MERGESORT (rekurzivni tfidéni slévanim)

Vstup: Posloupnost aq,...,a, k setfidéni
1. Pokud n =1, vratime jako vysledek b; = a; a skoncime.
2. X1,...,%|p/2 < MERGESORT(a1,...,a[,/2])
3. Yiy--- yYn/2] < MERGESORT((ZL”/2J+1, . ,an)

4. by,..., b, — MERGE(.%’l, < T n/2)5 Y1y 7y[n/2])
Vystup: Setfidéna posloupnost by, ..., b,

Procedura MERGE mé na vstupu dva vzestupné sett¥idéné sousedici uiseky prvku
v poli a provadi samotné jejich slévani do jediného setfidéného tseku. Byla popsana
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v oddilu ?? a pripomeneme jen, ze mé lineadrni ¢asovou slozitost vzhledem k délce
slévanych tusekt a vyzaduje linearné velkou pomocnou pamét ve formé pomocného
pole.

Rozbor slozitosti

Spocitejme, kolik ¢asu tfidénim stravime. Slévani ve funkci MERGE ma linearni
casovou slozitost. Slozitost samotného tfidéni mtizeme popsat takto:

T(1) =1,
T(n)=2-T(n/2) + cn.

Prvni rovnost ndm popisuje, co se stane, kdyz uz v posloupnosti zbyva jediny prvek.
Dobu trvani této operace jsme si pfitom zvolili za jednotku ¢asu. Druha rovnost pak
odpovida ,zajimavé“ ¢asti algoritmu. Cas cn potfebujeme na rozdéleni posloupnosti
a sliti set¥{dénych kusti. Mimo to volame dvakrat sebe sama na vstup velikosti n/2,
coz pokazdé trva T'(n/2). (Zde se dopoustime malého podviidku a pfedpokladame,
ze n je mocnina dvojky, takze se nemusime starat o zaokrouhlovani. V oddilu E
uvidime, Ze to opravdu neuskodi.)

Jak tuto rekurentni rovnici vyfesime? Zkusme v druhém vztahu za T'(n/2)
dosadit podle téze rovnice:

T(n)=2-(2-T(n/4)+cn/2)+cn =
=4-T(n/4) + 2cn.

To mizeme dale rozepsat na:
T(n)=4-(2-T(n/8)+cn/4) + 2cn =8-T(n/8) + 3cn.

Vida, prava strana se chova pomérné pravidelné. Mzeme obecné popsat, ze po k ro-
zepsanich dostaneme:
T(n) =2%-T(n/2%) + ken.

Nyni zvolme k tak, aby n/2* bylo rovno jedné, ¢ili k = log, n. Dostaneme:

T(n) = 282" . T(1) +logyn - cn =

=n+ cnlogyn.

Casov4 slozitost Mergesortu je tedy ©(n logn), stejné jako u nerekurzivni verze.
Jaké ma pamétové naroky? Nerekurzivni Mergesort vyZzadoval linedrné velké pomoc-
né pole na slévéni. Pojdme dokazat, Zze ndm linedrni mnozZstvi pomocné paméti (to
je pamét, do které nepocitdme velikost vstupu a vystupu) také tplné stadi.

Zavolame-li funkci MERGESORT na vstup velikosti n, potfebujeme si pamatovat
lokélni proménné této funkce (poloviny vstupu a jejich set¥idéné verze — dohromady
O(n) paméti) a pak také, kam se z funkce mame vratit (na to potiebujeme konstantni
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mnozstvi paméti). Mimo to néjakou paméf spotiebuji obé rekurzivni volani, ale
jelikoZ vzdy bézi nejvyse jedno z nich, staci ji zapocitat jen jednou. Opét dostaneme
jednoduchou rekurentni rovnici:

M@) =1,
M(n) =dn+ M(n/2)

pro néjakou kladnou konstantu d. To ndm pro M (n) déva geometrickou fadu dn +
dn/2+dn/4+. . ., kterd ma soucet ©(n). Prostorova slozitost je tedy opravdu linedrni.

Stromy rekurze

Nékdy je jednodussi misto pocitani s rekurencemi odhadnout slozitost tvahou
o stromu rekurzivnich volani. Nakreslime strom, jehoz vrcholy budou odpovidat jed-
notlivym podialoham, které resime. Koren je ptvodni tloha velikosti n, jeho dva
synové podulohy velikosti n/2. Pak nasleduji 4 podilohy velikosti n/4, a tak dale
az k listdm, coz jsou podilohy o jednom prvku. Obecné i-t4 hladina bude mit 2
vrcholit pro podtlohy velikosti n/2¢, takZe hladin bude celkem logs n.

hladina vrcholu velikost celkem
0 1 N/I N
e > N2 N
o 4 N 4% + N4ON
loggN 000000 — 000000 N 1 N

Obr. 1.3: Strom rekurze algoritmu MERGESORT

Rozmysleme si nyni, kolik ¢asu kde travime. Rozdélovani i slévani jsou linearni,
takZe jeden vrchol na i-té hladiné spotfebuje ¢as ©(n/2%). Cel4 i-t4 hladina ptispéje
¢asem 2¢-O(n/2") = ©(n). Kdyz tento ¢as secteme pies viechny hladiny, dostaneme
celkovou ¢asovou slozitost O(nlogn).

Vsimnéte si, ze tento ,stromovy dikaz“ docela vérné odpovida tomu, jak jsme
predtim rozepisovali rekurenci. Situace po k-tém rozepsani totiz popisuje fez stro-
mem rekurze na k-té hladiné. Vyssi hladiny jsme jiz seCetli, nizsi nas teprve cekaji.

I prostorové naroky algoritmu mtzeme vycist ze stromu. V kazdém vrcholu
potfebujeme pamét linedrni s velikosti podulohy, ve vrcholu na i-té hladiné tedy
©(n/2%). V paméti je vzdy vrchol, ktery pravé zpracovavame, a vsichni jeho predci.
Maximalné tedy néjaké cesta z kofene do listu. Secteme-li prostor zabrany vrcholy
na takové cesté, dostaneme O(n) + ©(n/2) + O(n/4) + ...+ 0(1) = O(n).
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Cviceni
1. Naprogramujte tiidéni seznamu pomoci Mergesortu. Jde to snaze rekurzivné,
nebo cyklem?

2. Popiste tfidici algoritmus, ktery bude vstup rozkladat na vice nez dvé ¢asti a ty
pak rekurzivné t¥idit. Maze byt rychlejsi nez nas Mergesort?

1.3. Nasobeni ¢isel — Karacubuv algoritmus

Pfi tfidéni metodou Rozdél a panuj jsme ziskali algoritmus, ktery byl sice
elegantnéjsi nez predchozi tiidici algoritmy, ale mél stejnou ¢asovou slozitost. Pojdme
se nyni podivat na pfiklad, kdy ndm tato metoda pomuze k efektivnéjsimu algoritmu.
Piijde o nasobeni dlouhych ¢isel.

Méjme n-ciferna ¢isla X a Y, kterd chceme vynasobit. Rozdélime je na hornich
n/2 a dolnich n/2 cifer (pro jednoduchost opét pfedpokldadejme, Ze n je mocnina
dvojky). Plati tedy:
X =A-10"?+ B,

Y =C-10"?+D
pro néjaka (n/2)-ciferna ¢isla A, B, C, D. Hledany sou¢in XY miZzeme zapsat takto:

XY = AC - 10" 4+ (AD + BC) - 10™2 + BD.

Nabizi se spocitat rekurzivné sou¢iny AC, AD, BC a BD a pak z nich slozit
vysledek. Skladani obnési nékolik 2n-cifernych s¢itani a nékolik ndsobeni mocninou
desitky, to druhé ovsem neni nic jiného, ne# doplilovani nul na konec &sla. Resime
tedy Ctyfi podproblémy polovi¢éni velikosti a k tomu spotfebujeme linearni ¢as. Pro
casovou slozitost proto plati:

T(1)
T(n) =

17
-T(n/2) +O(n).

Podobné jako minule, i zde k vyfeSeni rovnice staci rozmyslet si, jak vypada strom
rekurzivnich volani. Na jeho i-té hladiné se nachazi 4° vrcholti s podproblémy o n/2¢
cifrach. V kazdém vrcholu tedy travime ¢as ©(n/2¢) a na celé hlading 4°- ©(n/2%) =
©(2" - n). Jelikoz hladin je opét logyn, stravime jenom na posledni hlading ¢as
O(2827 . n) = O(n?). Oproti béznému ,skolnimu“ néasobeni jsme si tedy viibec
nepomohli.

Po pocateénim netspéchu se svého planu nevzdame, nybrz nahlédneme, Ze
ze zminénych ¢tyr nasobeni poloviéni velikosti mtzeme jedno usetiit. Kdyz vynaso-
bime (A+B)-(C+D), dostaneme AC+AD+BC+BD. To se od zévorky (AD+BC),
kterou potiebujeme, lisi jen o AC + BD. Tyto dva ¢leny nicméné zname, takze je
muzeme odecist. Ziskame nasledujici formulku pro XY

XY = AC - 10" + ((A+ B)(C + D) — AC — BD) - 10"/? + BD.
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hladina vrcholi velikost celkem

16 n/4 4n

Obr. 1.4: Prvni pokus o nésobeni rekurzi

Casova slozitost se touto tipravou zméni nasledovné:
T(n)=3-T(n/2)+6(n).

Sledujme, jak se zménil strom: na i-té hlading nalezneme 3° vrcholt s (n/2%)-ciferny-
mi problémy a jeho hloubka bude nadale ¢init log, n. Na i-té hladiné nyni dohromady
travime ¢as O(n - (3/2)), v souétu pres viechny hladiny dostaneme:

T(n) = O(n-[(3/2)° + (3/2)" +...(3/2)%")).

hladina vrchola velikost celkem

1 n/1 n
""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" 5w s
"""""""""""""""" o w9
""""""""""""""""""""""""""""""""""""" gosms 1 s

Obr. 1.5: Strom rekurze algoritmu NASOB

Vyraz v hranatych zavorkach je geometricka fada s kvocientem 3/2. Tu miizeme
seCist obvyklym zpiisobem na
(3/2)1+10g2 n_ 1
3/2-1
Kdyz zanedbame konstanty, obdrzime (3/2)!°82". To dale upravime na

(210g2(3/2))10g2 n _ 210@;2(3/2)-10g2 n _ (210g2 n)log2(3/2) _ nlog2(3/2) _ nlogz 371.
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Casova slozitost nageho algoritmu tedy ¢ini ©(n - nl°823-1) = @(nlo823) ~

O(n'%9). To je jiz podstatné lepsi nez obvykly kvadraticky algoritmus. Paméti nam
bude stacit linedrné mnoho (viz cviceni ).

Algoritmus NASOB (nésobeni ¢isel — Karacubfiv algoritmus)
Vstup: n-ciferna ¢isla X a Y

1. Pokud n <1, vratime Z = XY a skoncime.
k=|n/2]
A+ | X/10%|, B + X mod 10*
C « |Y/10%|, D «+ Y mod 10*
P < NAsoB(A, Q)
Q@ < NAsoB(B, D)
R < NAsoB(A+ B,C + D)
8. Z+ P-10"+(R—P—-Q)-10*+Q
Vystup: Soucin Z = XY

N o e

Dodejme jesté, ze tento princip neni zadna novinka: objevil ho uz v roce 1960

Anatolij Alexejevié Karacuba. Dnes jsou v8ak zndmé i rychlej$i metody. Ty jed-
nodussi z nich vyuzivaji podobny princip rozkladu na podproblémy, ovSem s vice
Gastmi (cviceni E—E) Pokrocilejsi algoritmy jsou pak casto zalozeny na Fourierové
transformaci, s niz se potkame v kapitole ??. Arnold Schénhage v roce 1979 ukéazal,
ze obdobnym zpusobem lze dokonce dosahnout linearni ¢asové slozitosti. Nasobeni je
tedy, alespon teoreticky, stejné tézké jako s¢itani a od¢itani. Ve cvicenich ﬂ-ﬂ navic
odvodime, ze délit 1ze stejné rychle jako nasobit.

Cvideni

1.

5X

Pozornému c¢tenafii jist€ neuniklo, Ze se v nasem rozboru casové slozitosti skryva
drobné chybicka: éisla A+ B a C' + D mohou mit vice nez n/2 cifer, konkrétné
[n/2] + 1. Ukazte, Ze to Gasovou slozitost algoritmu neovlivni.

Problému z ptedchoziho cvicéeni se 1ze také vyhnout jednoduchou tpravou algo-
ritmu. Misto (A + B)(C + D) poéitejte (A — B)(C — D).

Dokazte, ze funkce NASOB ma linearni prostorovou slozitost. (Podobnou tivahou
jako u Mergesortu.)

Algoritmus NASOB je sice pro velkd n rychlejsi nez skolni nasobeni, ale pro malé
vstupy se ho nevyplati pouzit, protoze rezie na rekurzi a spojovani mezivysledki
bude daleko vétsi nez ¢as spotfebovany kvadratickym algoritmem. Casto proto
pomiize ,zkiizit“ chytry rekurzivni algoritmus s néjakym primitivnim. Pokud
velikosti vstupu klesne pod vhodné zvolenou konstantu ng, rekurzi zastavime
a pouzijeme hrubou silu. Zkuste si takovy hybridni algoritmus pro nasobeni
naprogramovat a experimentalné zjistit nejvyhodnéjsi hodnotu hranice ng.

v vz

Zrychlete algoritmus NASOB tim, Ze budete ¢islo délit na t¥i ¢asti a rekurzivné
pocitat pét soucinti. Nazveme-li ¢asti ¢isla X po fadé X5, X1, Xy a analogicky

8 2017-05-18



63

T*

8 '**

9 .>I<>k

10.

pro Y, budeme pocitat tyto souciny:

Wo = XoYo,

Wi =(Xo+ X1+ Xo)(Ya+ Y1 +Y0),

Wy = (Xz — X1 + Xo)(Ye — Y1 + Y0),

W3 = (4X2 + 2X1 + Xo)(4Ys + 2Y1 + 1)),
Wi = (4X5 — 2X; + Xo)(4Ys — 21 + Y.

Ukazte, ze soucin XY lze zapsat jako linedrni kombinaci téchto mezivysledki.
Jakou bude mit tento algoritmus ¢asovou slozitost?

Pomoci napovédy k predchozimu cviceni ukazte, jak pro libovolné r > 1 ¢is-
la délit na r 4+ 1 ¢asti a rekurzivné pocitat 2r 4+ 1 soucinid. Co z toho plyne

pro ¢asovou sloZitost ndsobeni? MiZe se hodit Kuchatkova véta z nasledujiciho
oddilu.

Z rychlého nasobeni muzeme odvodit i efektivni algoritmus pro déleni. Hodi
se k tomu Newtonova itera¢ni metoda TeSeni rovnic, zvana téz metoda tecen.
Vyzkousime si ji na vypoctu n cifer podilu 1/a pro 2"~ < a < 2". Uvazime
funkei f(z) = 1/x — a. Tato funkce nabyva nulové hodnoty pro = 1/a a jeji
derivace je f'(z) = —1/2% Budeme vytvaiet posloupnost aproximaci kofene
této funkce. Za pocatecni aproximaci xg zvolime 27", hodnotu x;;; ziskdme
z x; tak, Ze sestrojime tecénu ke grafu funkce f v bodé (x;, f(x;)) a vezmeme si
z-ovou soufadnici priseciku této tecny s osou z. Pro tuto soufadnici plati ;11 =
x;— f(x;)/f'(x;) = 2x; —ax?. Posloupnost z¢, T1, T2, . . . velmi rychle konverguje
ke kofeni z = 1/a a k jejimu vypoctu staci pouze séitani, od¢itdni a nasobeni
Cisel. Rozmyslete si, jak timto zptisobem délit libovolné ¢islo libovolnym.
Dokazte, ze newtonovské déleni z minulého cviceni nalezne podil po O(logn)
iteracich. Pracuje tedy v éase O(M (n)logn), kde M(n) je ¢as potiebny na vy-
nasobeni dvou n-cifernych ¢isel.

Logaritmu v pfedchozim odhadu se lze zbavit, pokud funkce M (n) roste ale-
spoit linedrné, ¢li plati M (en) = O(cM (n)) pro kazdé ¢ > 1. Stadi pak v k-té
iteraci algoritmu pocitat pouze s 2°*)_cifernymi &sly, ¢imz slozitost klesne na
O(Mn)+M(n/2)+M((n/4)+...) = O(M(n)-(14+1/2+1/4+...)) = O(M(n)).
Déleni je tedy stejné tézké jako nasobeni.

Prevod mezi soustavami: Mame n-ciferné ¢islo v soustavé o zékladu z a chceme
ho prevést do soustavy o jiném zakladu. Ukazte, jak to metodou Rozdél a panuj
zvladnout v ¢ase O(M(n)), kde M(n) je ¢as potiebny na nasobeni n-cifernych
¢isel v soustavé o novém zékladu.

1.4. Kucharkova véta o slozitosti rekurzivnich algoritmu

U predchozich algoritmi zalozenych na principu Rozdé€l a panuj jsme pozorovali

nékolik riiznych casovych slozitosti: ©(2™) u Hanojskych vézi, ©(nlogn) u Mergesor-
tu a ©(n!%9) u nasobeni ¢isel. Hned se nabizi otdzka, jestli v téchto slozitostech lze
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nalézt néjaky ¥ad. Pojdme to zkusit: Uvazme rekurzivni algoritmus, ktery vstup
rozlozi na a podproblémi velikosti n/b a z jejich vysledki slozi celkovou odpovéd
v ¢ase ©(n°).2) Dovolime-li si zamést zase pod rohozku piipadné zaokrouhlovani
predpokladem, ze n je mocninou ¢isla b, bude prislusna rekurence vypadat takto:

T(1) =1,
T(n)=a-T(n/b)+ 6O(n°).

Pouzijeme osvédéenou metodu zalozenou na stromu rekurze. Jak tento strom vypa-
da? Kazdy vnitini vrchol stromu méa presné a syni, takze na i-té hladiné se nachéazi
a® vrcholii. Velikost problému se zmensuje b-krat, proto na i-té hladiné lezi podpro-
blémy velikosti n/b’. Po log, n hladinach se tudiz rekurze zastavi.

Nyni pocitejme, kolik ¢asu kde stravime. V jednom vrcholu i-té hladiny je to
O((n/b")°), na celé hladiné pak ©(a’ - (n/b")°). Tento vyraz snadno upravime na

O(n® - (a/b°)"), coz v souctu pies vSechny hladiny da:
O(n° - [(a/b)° + (a/b%)" + ...+ (a/b%)E"]).

Vyraz v hranatych zavorkach je opét néjaka geometrickd rfada, tentokrat s kvocien-
tem ¢ = a/b°. Jeji chovani bude proto zaviset na tom, jak velky je kvocient:

® ¢ = 1: VSechny ¢leny fady jsou rovny jedné, takze se fada secte
na log, n + 1. Tomu odpovidd ¢asové slozitost T'(n) = ©(nclogn).
Tak se chova napriklad Mergesort — na vsech hladinach stromu se
vykonéva stejné mnozstvi prace.

® g < 1: I kdyby fada byla nekonecna, bude mit soucet nejvyse
1/(1 — q), a to je konstanta. Dostaneme tedy T'(n) = ©(n°). To
znamena, ze podstatnou c¢ast casu travime v kofeni stromu a zby-
tek je zanedbatelny. Algoritmus tohoto typu jsme jesté nepotkali.

® ¢ > 1: Radu sedteme na (g'*1°&" —1)/(q — 1) = ©(¢'°®+"), domi-
nantni je tentokrat ¢as traveny v listech. To jsme uz vidéli u algo-
ritmu na néasobeni ¢isel, zkusme tedy vyraz upravit obdobné:

a )logb n alogb n blogb a-log, n

qlogb n o _ (ZTC

(bc)logbn - pelog, n

(blogb n)logb a nlogb a

(blogb n)c T ope

Vyjde nam T'(n) = ©(n° - ¢'°8 ") = O(n'°8s ),

) Do tohoto schématu nam nezapadaji Hanojské véze, ale ty jsou neobvyklé i tim,
7e jejich podproblémy jsou jen o jednicku mensi nez puvodni problém. Mimo to
algoritmy s exponencialni slozitosti jsou ponékud nepraktické.
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Zbyvé malickost: vymést zpod rohozky piipad, kdy n neni mocninou ¢isla b.
Tehdy déleni na podproblémy nebude tplné rovnomeérné — nékteré budou mit velikost
[n/b], jiné [n/b]. My se ale komplikovanému poc¢itani vyhneme néasledujici ivahou:
ozna¢me si n~ nejbliz$i niz$i mocninu b a n* nejblizsi vyssi. Jelikoz casova sloZitost
s rostoucim n jisté neklesa, lezi T'(n) mezi T'(n~) a T(n"). Jenze n~ a n' se lis{ jen
b-krat, coz se do T'(...) ve vSech tfech typech chovani promitne pouze konstantou.
Proto jsou T'(n~) i T(n*) asymptoticky stejné a takova musi byt i T'(n).)

Obr. 1.6: Obecné n jsme sevieli mezi n~ a n*

Zjistili jsme tedy, Ze hledana funkce T'(n) se vzdy chova jednim ze t¥{ popsanych
zpusobl. To muzeme shrnout do nasledujici ,kucharkové® véty, znamé také pod
anglickym nazvem Master theorem:

Véta (kuchafka na FeSeni rekurenci): Rekurentni rovnice 7'(n) = a-T'(n/b) + O(n°),
T(1) = 1 méa pro konstanty a > 1,b > 1,¢ > 0 FeSeni:
e T'(n) = O(n°logn), pokud a/b° = 1;
e T(n) = O(n°), pokud a/b° < 1;
e T(n) = ©(n'°® ), pokud a/b° > 1.
Cviceni
1. Naleznéte néjaky algoritmus, ktery odpovidd druhému typu chovéani (¢ < 1).

2* Vylepsete kucharkovou vétu, aby pokryvala i pfipady, v nichz se velikosti pod-
problémt lisi az o néjakou konstantu. To by se hodilo napfiklad u néasobeni
Cisel.

3** Kucharka pro rizné hladové jedliky: Jak by véta vypadala, kdybychom problém
deélili na nestejné velké ¢asti? Tedy kdyby rekurence méla tvar T'(n) = T'(81n) +
T(Ban) + ...+ T(Ban) + O(n°).

4. Reste ,nekuchaikovou“ rekurenci T'(n) = 2T'(n/2) + ©(nlogn), T(1) = 1.

5. Jina ,nekuchaikova“ rekurence: T'(n) = n'/2 - T(n'/?) 4+ 0(n), T(1) = 1.

() To trochu pfipomina ,Vétu o policajtech® z matematické analyzy. Vlastné -
kédme, ze pokud f(n) < g(n) < h(n) a existuje néjaka funkce z(n) takova, Ze

f(n) =0(z(n)) a h(n) = ©(z(n)), pak také plati g(n) = O(z(n)).
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1.5. Nasobeni matic — Strassemiv algoritmus

vvvvvv

Nejen nésobenim ¢isel Ziv jest matematik. Casto je potieba nésobit i slozitéjsi
matematické objekty, zejména pak ¢tvercové matice. Pokud pocitdme soucin dvou
matic tvaru n x n piesné podle definice, potfebujeme ©(n?) krokii. Jak v roce 1969
ukazal Volker Strassen, i zde déleni na mensi podproblémy piinasi ovoce v podobé
rychlejsiho algoritmu.

Nejprve si rozmyslime, ze sta¢i umét nasobit matice, jejichz velikost je moc-
nina dvojky. Jinak stac¢i matice doplnit vpravo a dole nulami a nahlédnout, ze vy-
nasobenim takto oramovanych matic ziskdme stejnym zptisobem ordmovany soucin
ptvodnich matic. Navic oramované matice obsahuji nejvyse ¢tyrikrat tolik prvki,
takZe se nemusime obavat, ze bychom tim algoritmus podstatné zpomalili.

Mgéjme tedy matice X a Y, obé tvaru nxn pro n = 2*. Rozdélime je na étvrtiny
— bloky tvaru n/2 x n/2. Bloky matice X ozna¢ime A az D, bloky matice Y nazveme
P az S. Pomoci téchto blokd mizZeme snadno zapsat jednotlivé bloky soucinu X - Y:

v.y_(A BY. (P Q\_(AP+BR AQ+BS
“\c¢ b R S)~\cP+DR CcQ+DS)"

Tento vztah vlastné vypada tplné stejné jako klasicka definice nasobeni matic, jen
zde jednotliva pismena nezastupuji ¢isla, nybrz bloky.

Jedno nasobeni matic n x n jsme tedy prevedli na 8 nasobeni matic polovi¢ni
velikosti a rezii ©(n?). Letmym nahlédnutim do kuchaikové véty z minulé kapitoly
zjistime, Ze vznikne opét kubicky algoritmus. (Pozor, obvykld terminologie je tu
ponékud zavadéjici — n zde neznaci velikost vstupu, nybrz pocet fadka matice; vstup
je tedy velky n2.)

Stejné jako u nasobeni ¢isel nas zachrani, ze dovedeme jedno nasobeni usettit.
Jen prislusné formule jsou daleko komplikovanéjsi a pfipominaji kralika vytazeného
z klobouku. Neprozradime vam, jak kouzelnik pan Strassen svij trik vymyslel (sami
nezname zadny systematicky postup, jak na to pfijit), ale kdyZ uz vzorce zname,
neni t&zké ovétit, ze opravdu funguji (viz cviceni). Formulky vypadaji takto:

X~Y:(T1+T4_T5+T7 T5+ T )
T+ T, T —To+ Ty +Ts )
kde:
Ty=(A+D)-(P+S) T5=(A+B)-S
Ty=(C+D)-P Te=(C—-A4)- (P+Q)
Ty =A-(Q-9) T =(B~D)-(R+5)
T,=D-(R-P)

Stac¢i nam tedy provést 7 nasobeni mensich matic a 18 maticovych soucti a roz-
dilti. Soucty a rozdily umime pocitat v ¢ase ©(n?), takze ¢asovou slozitost celého
algoritmu bude popisovat rekurence T'(n) = 77(n/2) + ©(n?). Podle kuchaikové
véty je jejim fefenim T'(n) = O(n'°827) ~ O (n2-807).
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Pro Uplnost dodejme, Ze jsou zndmy i efektivnéjsi algoritmy, které jsou ovsem

vvvvvv

z nich (Le Galliiv z roku 2014) dosahuje sloZitosti cca ©(n?37) a obecné se soudi,
7e k ©(n?) se Ize libovolné priblizit.

Cviéeni

1. Dokazte Strassenovy vzorce. Navod:

T =| Ty=| . Ts Ty =| t*

+ .-+ — 4 R

SR

T+ Ty —T5+T7 =|. + = AP + BR.

2. Tranzitivnd uzdvér orientovaného grafu s vrcholy {1,...,n} je nula-jednickova
matice T tvaru n x n, kde T,,,, = 1 pravé tehdy, kdyz v grafu existuje cesta
z vrcholu u do vrcholu v. Ukazte, ze umime-li nasobit matice n x n v case
O(n%), miZzeme vypoditat tranzitivni uzévér v éase O(n* logn). Inspirujte se
cvicenim ?? z kapitoly o grafech.

1.6. Hledani k-tého nejmensiho prvku — Quickselect

P1i pouziti metody Rozdé€l a panuj se nékdy ukaze, ze nékteré z casti, na které
jsme vstup rozdélili, nemusime vibec zpracovavat. Typickym pifikladem je néasledu-
jici algoritmus na hledani k-tého nejmensiho prvku posloupnosti.

Dostaneme-li na vstupu néjakou posloupnost prvki, jeden z nich si vybereme
a budeme mu fikat pivot. Zadané prvky poté ,rozhrneme“ na tii ¢asti: doleva ptijdou
prvky mensi nez pivot, doprava prvky vetsi nez pivot a uprostred zistanou ty, které
se pivotovi rovnaji. Tyto ¢asti budeme znacit po fadé L, P a S.

Kdybychom posloupnost settidili, musi v ni vystupovat nejdiive vSechny prvky
z levé Casti, pak prvky z Gasti stfedni a kone¢né ty z pravé. Pokud je tedy k < |L|,
musi se hledany prvek nalézat nalevo a musi tam byt k-t§ nejmensi (zadny prvek
z jiné ¢asti ho nemohl pfedbéhnout). Podobné je-li |L| < k < |L|+|S|, padne hledany
prvek v setfidéné posloupnosti tam, kde lezi S, a tedy je roven pivotovi. A konecéné
pro k > |L| + | S| se musi nachézet v pravé ¢asti a musi tam byt (k — |L| — |S|)-ty
nejmensi.

Ze t¥i ¢asti vstupu jsme si tedy vybrali jednu a v ni opét hledame nékolikaty
nejmensi prvek, na coz samoziejmé pouzijeme rekurzi. Vznikne nasledujici algorit-
mus, obvykle zndmy pod nazvem Quickselect:

Algoritmus QUICKSELECT (hledéni k-tého nejmensiho prvku)
Vstup: Posloupnost prvka X = 21,...,2, aéislo k (1 <k <n)

1. Pokud n =1, vratime y = z; a skonc¢ime.
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p < néktery z prvka zq,...,z, (pivot)
L + prvky v X, které jsou mensi nez p
P + prvky v X, které jsou vétsi nez p
S « prvky v X, které jsou rovny p
Pokud k < |L|, pak y < QUICKSELECT(L, k).
Jinak je-li k < |L| + |S|, nastavime y < p.
8. Jinak y < QUICKSELECT(P, k — |L| — |S]).
Vystup: y = k-ty nejmensi prvek v X

No O N

Spravnost algoritmu je evidentni, ale jak to bude s ¢asovou slozitosti? Pokaz-
dé stravime linearni ¢as rozdélovanim posloupnosti a pak se zavolame rekurzivné
na mensi vstup. O kolik mensi bude, to zavisi zejména na volbé pivota. Jestlize si
ho budeme vybirat nesikovné, napiiklad jako nejvétsi prvek vstupu, skonéi n — 1
prvki nalevo. Pokud navic bude &£ = 1, budeme se rekurzivné volat vzdy na tuto
obfti levou ¢ast. Ta se pak opét zmensi pouhou o jednicku a tak déle, takze celkova
¢asova slozitost vyjde O(n) + O(n — 1) + ...+ 0O(1) = O(n?).

Obecnéji pokud rozdélujeme vstup nerovnomérné, hrozi ndm, ze neptitel zvoli k
tak, aby nés vzdy vehnal do té vétsi casti. Idedlni obranou by tedy pochopitelné
bylo volit za pivota medidn posloupnosti.(*) Tehdy bude nalevo i napravo nejvyse
n/2 prvki (alesponn jeden je uprostied) a at uz si béhem rekurze vybereme levou
nebo pravou ¢ast, n bude exponenciadlné klesat. Algoritmus pak dobéhne v Case
O(n)+0(n/2) +O(n/4) + ...+ ©(1) = O(n).

Medidan ovSem neni jedinym pivotem, pro kterého algoritmus pobézi linear-
né. Zkusme za pivota zvolit ,skoromedian“ — tak budeme fikat prvku, ktery lezi
v prostfednich dvou ¢tvrtinach setfidéné posloupnosti. Tehdy bude nalevo i napravo
nejvyse 3/4 - n prvki a velikost vstupu bude opét exponencidlné klesat, byt o chlup
pomaleji: O(n) +0(3/4-n) +0O((3/4)? - n)+...+0O(1). To je opét geometrickd Fada
se souétem O(n).

Ani median, ani skoromedidn bohuzel neumime rychle najit. Jakého pivota tedy
v algoritmu pouzivat? Ukazuje se, Ze na tom piili§ nezalezi — muzeme zvolit tfeba
prvek x|,/9) nebo si hodit kostkou (totiz pseudondhodnym generatorem) a vybrat
ze vSech z; ndhodné. Algoritmus pak bude mit pramérné linedrni ¢asovou slozitost.
Co to presné znamend a jak to dokazat, odlozime do kapitoly ??. V praxi tento
pristup kazdopadné funguje vytecné.

Prozatim se spokojime s intuitivnim vysvétlenim: Alespoi polovina vSech prvki
jsou skoromedidny, takze pokud se budeme trefovat ndhodné (nebo pevné, ale vstup
bude ,dobfe zamichany“), Gasto se strefime do skoromedidnu a algoritmus bude
,postupovat kupredu“ dostatecné rychle.

Cviceni

1. Pro¢ navrhujeme volit za pivota prvek x|, /2|, a ne tfeba x; nebo x,?

(4 Medidn je prvek, pro ktery plati, ze nejvyse polovina prvki je mensi nez on
a nejvyse polovina vétsi; tuto vlastnost ma [n/2|-ty a [n/2]-ty nejmensi prvek.
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2. Student Stoura si misto skoromediant za pivoty voli ,skoroskoromediany*, které
lezi v prostifednich Sesti osminédch vstupu. Jaké dosahuje ¢asové slozitosti?

3. Jak by dopadlo, kdybychom na vstupu dostali posloupnost realnych ¢isel a jako
pivota pouzivali aritmeticky pramér?

4. Uvédomte si, ze binarni vyhledavani je také algoritmus typu Rozdél a panuj,
v némz velikost vstupu exponencidlné klesa. Spocitejte jeho ¢asovou slozitost
metodami z této kapitoly. Cim se lisi od Quickselectu?

1.7. Jesté jednou tiridéni — Quicksort

Rozdélovani vstupu podle pivota, které se osvédéilo v minulé kapitole, miizeme
pouzit i ke t¥idéni dat. Pfipomerime, ze rozdélime-li vstup na levou, pravou a sti¥edni
¢ast, budou v setiidéné posloupnosti vystupovat nejdiive prvky z levé ¢asti, pak
ty z prostfedni a nakonec prvky z ¢asti pravé. Muzeme tedy rekurzivné setfidit
levou a pravou Gdst (prostfedni je sama od sebe setfidénd), pak ¢asti poskladat
ve spravném poradi a ziskat setfidénou posloupnost. Tomuto t¥idicimu algoritmu se
ika Quicksort.(

Algoritmus QUICKSORT

Vstup: Posloupnost prvkt X = z1,...,z, k setiidéni

1. Pokud n <1, vratime Y = X a skoncime.
p < néktery z prvka zq,...,z, (pivot)
L + prvky v X, které jsou mensi nez p
P « prvky v X, které jsou vétsi nez p
S « prvky v X, které jsou rovny p
Rekurzivné setfidime ¢asti:

L <+ QUICKSORT(L)

P < QUICKSORT(P)
Slepime casti za sebe: Y < L, S, P.
Vystup: Setiidéna posloupnost Y

® N o ok W

i

Dobrou pfedstavu o rychlosti algoritmu nam jako obvykle d& strom rekurziv-
nich volani. V kofeni méme cely vstup, na prvni hladiné jeho levou a pravou cast,
na druhé hladiné levé a pravé casti téchto ¢asti, a tak déle, az v listech trividlni
posloupnosti délky 1. Rekurzivni volani na vstup nulové délky do stromu kreslit
nebudeme a rovnou je zabudujeme do jejich otcii.

5) Za jménem se Gasto skryva piibéh. Quicksort (coz znamend ,Rychlot¥idic“)
prisel ke svému jménu tak, ze v roce 1961, kdy vznikl, byl prvnim t¥idicim algorit-
mem se slozitosti O(nlogn) aspoii v prauméru. Dodejme jesté, jeho objevitel Antho-
ny Hoare, byl pozdéji anglickou kralovnou povysen na rytife mimo jiné za zasluhy
o informatiku.
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Jelikoz rozkladani vstupu i skladani vysledku jisté pokazdé stihneme v linear-
nim case, travime v kazdém vrcholu ¢as pfimo tmeérny velikosti piislusného podpro-
blému. Pro libovolnou hladinu navic plati, Zze podproblémy, které na ni lezi, maji
dohromady nejvyse n prvkd — vznikly totiz rozdélenim vstupu na disjunktni c¢asti
a jeSté se ndm pii tom nékteré prvky (pivoti) poztracely. Na jedné hladiné proto
travime ¢as O(n).

Tvar stromu a s nim i ¢asova slozitost samoziejmé opét stoji a padaji s volbou
pivota. Pokud za pivoty volime medidany nebo alespon skoromediany, klesaji velikosti
podproblémt exponencidlné (na i-té hlading O((3/4)" - n)), takze strom je vyvazeny
a mé hloubku O(logn). V soudtu pies vSechny hladiny proto ¢asové sloZitost ¢ini
O(nlogn).

Jestlize naopak volime pivoty nestastné jako (feknéme) nejvétsi prvky vstupu,
oddéli se na kazdé hladiné od vstupu jen tsek o jednom prvku a hladin bude ©(n). To
povede na kvadratickou ¢asovou slozitost. Horsi pfipad jiz nenastane, nebot na kazdé
hladin€é pfijdeme alespon o prvek, ktery se stal pivotem.

Obr. 1.7: Quicksort pfi dobré a Spatné volbé pivota

Podobné jako u Quickselectu, i zde je mnoho ,dobrych® pivotd, se kterymi
se algoritmus chova efektivné (alesponl polovina prvki jsou skoromedidny). V praxi
proto opét funguje spoléhat na ndhodny generator nebo dobfe zamichany vstup.
V kapitole ?? pak vypocteme, ze Quicksort s ndhodnou volbou pivota mé ¢asovou
slozitost O(nlogn) v praméru.

Quicksort v praxi

Zavérem si dovolme kratkou poznamku o praktickych implementacich Quick-
sortu. Ackoliv tento algoritmus mezi ostatnimi tfidicimi algoritmy na prvni pohled
ni¢im nevynika, u vétsiny prekladaci se v roli standardni funkce pro tiidéni setkate
pravé s nim. Divodem této nezvyklé popularity neni mdda, nybrz praktické zku-
Senosti. Dobfe vyladéna implementace Quicksortu totiz na realném pocitaci bézi
vyrazné rychleji nez jiné tiidici algoritmy.

Cesta od naseho pomérné obecné formulovaného algoritmu k takto propra-
covanému programu je samoziejmé slozitd a vyzaduje mimo mistrného zvladnuti
programatorského remesla i detailni znalost konkrétniho pocitace. My si ukazeme
alespon prvni kroky této cesty.
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Predevsim Quicksort upravime tak, aby prvky zbytecné nekopiroval. Vstup
dostane jako ostatni ttidici algoritmy v poli a pak bude pouze prohazovat prvky
uvnit¥ tohoto pole. Rekurzivné tedy budeme tfidit rtizné useky spoleéného pole.
Kterym tsekem se mame pravé zabyvat, vymezime snadno indexy krajnich prvki.
Levy okraj tiseku (ten bliZe k zac¢atku pole) budeme znadit ¢, pravy pak r.

Rozdélovani se zjednodusi, budeme-li vstup délit jen na dvé ¢asti namisto tii —
prvky rovné pivotovi mohou bez Gjmy na korektnosti ptijit jak nalevo, tak napravo.
Budeme postupovat nasledovné: Pouzijeme dva indexy i a j. Prvni z nich bude
prochazet tridénym tsekem zleva doprava a preskakovat prvky, které maji ztstat
nalevo; druhy index ptjde zprava doleva a bude preskakovat prvky patiici do pravé
Casti. Levy index se tudiz zastavi na prvnim prvku, ktery je vlevo, ale patfi doprava;
podobné pravy index se zastavi na nejbliz§im prvku vpravo, ktery patii doleva.
Staci pak tyto dva prvky prohodit a pokracovat stejnym zpisobem dal, az se indexy
setkaji.

<p | >p
14 i J T

Obr. 1.8: Quicksort s rozdélovanim na misté

Nyni méame obé ¢asti ulozené v souvislych tsecich pole, takze je mtzeme rekur-
zivné setfidit. Navic se tyto tseky vyskytuji presné tam, kde maji lezet v setridéné
posloupnosti, takze ,slepovaci* krok E puvodniho Quicksortu mtzeme zcela vyne-
chat.

Algoritmus QUICKSORT2
Vstup: Pole P[1...n], indexy £ a r tiseku, ktery t¥idime

1. Pokud ¢ > r, ihned skoncime.
2. p < néktery z prvka P[{],..., P[r] (pivot)
3. i=45=r
4. Dokud ¢ < j, opakujeme:
5. Dokud PJ[i] < p, zvySujeme i o 1.
6. Dokud P[j] > p, snizujeme j o 1.
7. Je-li i < j, prohodime P[i] a P[j].
8. Je-liit <j,paki<+i+1,j+j5—1
9. Rekurzivné setfidime ¢asti:
10. QUICKSORT2(P, ¢, 5)

11. QUICKSORT2(P, 4, 1)
Vijstup: Usek P[(...r] je setiidén

Popsanymi tipravami jsme jisté nezhorsili ¢asovou slozitost: V krocich fHzpra-
cujeme kazdy prvek tseku nejvysSe jednou, celkové tedy rozdélovanim travime cas
linearni s délkou tuiseku, s ¢imz nase analyza Casové slozitosti pocitala. Naopak jsme

17 2017-05-18



se zbavili zbyte¢ného kopirovani prvkd do pomocné paméti. Dalsi mozna vylepseni

ponechavame C¢tenaii jako cvic¢eni s napovédou.

Cviceni

1. Rozmyslete si, ze procedura QUICKSORT?2 je korektni. Zejména si uvédomte, co
se stane, kdyz si jako pivota vybereme nejmensi nebo nejvetsi prvek tiseku nebo
kdyz dokonce budou vsechny prvky v tseku stejné. Ani tehdy béhem krokﬁE—E

nemohou indexy 7, j opustit tfidény tsek a kazda z ¢asti, na které se rekurzivné
zavolame, bude ostfe mensi nez ptvodni vstup.

2. Vlastni zdsobnik: Abyste netravili tolik ¢asu rekurzivnim volanim a preddvanim
parametrt, nahradte rekurzi svym vlastnim zasobnikem, na kterém si budete
pamatovat zacatky a konce tiseki, které jesté zbyva settidit.

3. Setrime paméti: Vylepsete postup z minulého cviceni tak, ze dvojici rekurzivnich
volani v krocichﬂ aE nahradite ulozenim vétsiho tiseku na zasobnik a pokraco-
vanim tfidénim mensiho iseku. Dokazte, Ze po této upravé mize byt v libovolny
okamzik na zdsobniku jen O(logn) tiseki. Tim mnoZstvi potfebné pomocné pa-
méti kleslo z linedrniho na logaritmické.

4. Véas se zastavime: Podobné jako pfi ndsobeni ¢isel (cviceni se u Quick-
sortu hodi zastavit rekurzi pfedéasné (pro n mensi neZ vhodné konstanta ng)
a prepnout na néktery z kvadratickych tridicich algoritmt. Vyzkousejte si pro
sviij konkrétni program najit hodnotu ng, se kterou pobézi nejrychleji.

5.  Medidn ze tri: Oblibeny trik na vybér pivota je spocitat median z prvniho,
prostiedniho a posledniho prvku tiseku. Pfredpokladame-li, Zze na vstupu dosta-
neme nahodnou permutaci ¢isel 1,...,n, jakd je pravdépodobnost, ze takovy
pivot bude skoromedidanem? S jakou pravdépodobnosti bude minimem?

1.8. k-ty nejmensi prvek v linearnim case

Algoritmus Quickselect pro hledani k-tého nejmensiho prvku, ktery jsme po-
tkali v kapitole m pracuje v linedrnim case pouze priamérné. Nyni ukdzeme, jak ho
upravit, aby tuto ¢asovou slozitost mél i v nejhorsim ptipadé. Jediné, co zménime,
bude volba pivota.

Prvky si nejprve seskupime do pétic (neni-li posledni pétice tplné, doplnime ji
ynekoneéné velkymi“ hodnotami). Poté nalezneme median kazdé pétice a z téchto
mediani rekurzivnim zavolanim naSeho algoritmu spocitame opét median. Ten pak
pouzijeme jako pivota k rozdéleni vstupu na levou, stfedni a pravou ¢ast a pokracu-
jeme jako v ptuvodnim Quickselectu. Cely algoritmus bude vypadat takto:

Algoritmus LINEARSELECT (k-ty nejmensi prvek v linedrnim ¢ase)
Vstup: Posloupnost prvkd X = z1,...,2, adislo k (1 <k <n)

1. Pokud n < 5, dlohu vyfesime trividlnim algoritmem.

2. Prvky rozdélime na pétice Pr,. .., Pry,/s51-

3. Spocitame medidny pétic: m; < medidn P;.
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Najdeme pivota: p <= LINEARSELECT(mz1, ..., m[,/51; [n/10]).
L,P,S + prvky z X, které jsou mensi nez p, vétsi nez p, rovny p.
Pokud k < |L|, pak y <— LINEARSELECT(L, k).
Jinak je-li k < |L| 4 |S|, nastavime y < p.

8. Jinak y < LINEARSELECT(P, k — |L| — |S]).
Vystup: y = k-ty nejmensi prvek v X

N o

Abychom chovéani algoritmu pochopili, uvédomime si nejdfive, ze vybrany pivot
neni ptili§ daleko od medianu celé posloupnosti X. K tomu ndm pomiize obrazek.

oo oofoc oo o ozr
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Obr. 1.9: Pétice a jejich mediany

Prekreslime do néj vstup a kazdou pétici uspofadame zdola nahoru. Mediany
pétic tedy budou lezet v prostfednim fadku. Pétice jesté prehdzime tak, aby jejich
medidny rostly zleva doprava. (Pozor, algoritmus nic takového nedéld, pouze my pii
jeho analyze!) Navic budeme pro jednoduchost predpokladat, Ze pétic je lichy pocet
a ze vSechny prvky jsou navzajem razné.

N4&s pivot (medidn medidnt pétic) se tedy na obrizku nachdzi pfesné upro-
stfed. Mediany vSech pétic, které lezi napravo od néj, jsou proto vétsi nez pivot.
Vsechny prvky umisténé nad nimi jsou jesté vétsi, takze cely obdélnik, jehoz levym
dolnim rohem je pivot, padne v nasem algoritmu do ¢asti P nebo S. Pocitejme, kolik
obsahuje prvki: V8ech pétic je n/5, polovina z nich ([n/10] pétic) zasahuje do na-
Seho obdélniku, a to tfemi prvky. To celkem déva alesporti 3/10 - n prvki, o kterych
s jistotou vime, Ze se neobjevi v L. Leva ¢ast proto mé¥i nejvyse 7/10 - n.

Podobné nahlédneme, ze napravo je také nejvyse 7/10 - n prvkl — staél uvazit
obdélnik, ktery se rozprostird od pivota doleva dolt. VSechny jeho prvky lezi v L
nebo S a opét jich je minimalné 3/10 - n.

Tato tvaha ndm pomtize v odhadu ¢asové slozitosti:

® Rozdélovani na pétice a pocitani jejich medidnd je linedrni — pétice
jsou konstantné velké, takze medidn jedné spocitame sebehloupéj-
$im algoritmem za konstantni Cas.

® Déleni posloupnosti na ¢asti L, P a S a rozhodovani, do které z ¢asti
se vydat, trva také ©(n).

® Poprvé zavoldme LINEARSELECT rekurzivné ve E kroku na n/5
prvk.
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® Podruhé ho zavoldme v kroku [g nebo E a to na levou nebo pravou
¢ast vstupu. Jak uz vime, kazda z nich méfi nejvyse 7/10 - n.

Pro ¢asovou slozitost v nejhorsim pripadé proto dostaneme nésledujici reku-
rentni rovnici (konstant jsme se zbavili vhodnou volbou jednotky ¢asu):

T(1) =0(1),
T(n)=T(n/5)+T(7/10 -n) + n.

Metody z predchozich kapitol jsou na vyfeSeni této rekurence kratké (s vy-
jimkou obecného postupu z cviceni . Pomtize nam valecéna lest: uhodneme, ze
T(n) = cn, a ovéfime dosazenim, Ze existuje takova konstanta ¢, pro kterou tato
funkce nasi rekurenci spliiuje:

en=1/5-en+7/10-cn+n =
=9/10-cn +n.

Tato rovnost plati pro ¢ = 10. N&s algoritmus tedy opravdu hleda k-ty nejmensi

prvek v linedrnim case.

Nyni bychom mohli upravit Quicksort, aby jako pivota pouzival median spoci-
tany timto algoritmem. Pak by tfidil v ¢ase ©(nlogn) i v nejhorsim piipadé. PFilis
prakticky takovy algoritmus ale neni. Jak asi tusite, nase dvojité rekurzivni hledani
medidnu je sice asymptoticky linedrni, ale konstanty, které v jeho slozitosti vystu-
puji, nejsou zrovna malé. Byva proto uziteénéjsi volit pivota ndhodné a smifit se s
tim, Ze obcas promarnime jeden prichod kvili nesikovnému pivotovi, nez si tfidéni
stale brzdit ddmyslnym vybiranim kvalitnich pivoti.

Cviceni

1. Rozmyslete si, ze nasemu algoritmu nevadi, kdyz prvky na vstupu nebudou
navzajem ruzné.

2.  Upravte funkci LINEARSELECT tak, aby si vystacila s konstantné velkou po-
mocnou paméti. Prvky ve vstupnim poli mizete libovolné preskupovat.

3. Jak bude vypadat strom rekurzivnich volani funkce LINEARSELECT? Kolik bude
mit list? Jak dlouhé bude nejkratsi a nejdelsi vétev?

4.  Pro¢ pfi vybirani k-tého nejmensiho prvku pouzivame zrovna pétice? Fungoval
by algoritmus s trojicemi? Nebo se sedmicemi? Byl by pak stéale linearni?

5% Na median se mizeme divat také tak, Ze je to ,patnik* na pili cesty od mi-
nima k maximu. Jinymi slovy, mezi minimem a medidnem lezi priblizné stejné
prvkid jako mezi medidnem a maximem. Co kdybychom chtéli mezi minimum
a maximum co nejrovnomérnéji rozmistit vice patniki?

Pfesnéji: pro n-prvkovou mnozinu prvka X a éislo ¢ (0 < ¢ < 1) definujeme e-sit

jako posloupnost min X = zp < 21 < ... < xy/.] = max X prvki vybranych

z X tak, aby se mezi x; a x;41 vzdy nachézelo nejvyse en prvka z X. Pro
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e = 1/2 tedy pocitdme minimum, medidn a maximum, pro ¢ = 1/4 pfidame
prvky ve ¢tvrtinach, ..., a pfi ¢ = 1/n uz t¥idime.

Slozitost hledani e-sité se tedy v zavislosti na hodnoté € bude pohybovat mezi
O(n) a O(nlogn). Najdéte algoritmus s ¢asovou slozitosti O(nlog(1/e)).

Je dano n-prvkové pole, ve kterém jsou za sebou dvé vzestupné setiidéné po-
sloupnosti (ne nutné stejné dlouhé). Navrhnéte algoritmus, ktery najde median
sjednoceni obou posloupnosti v sublinedrnim ¢ase. (Lze fesit v ¢ase O(logn).)

1.9. Dalsi cviceni

1.

2X

6*

TX

Spletity kabel: Méjme dlouhy kabel, z jehoZ obou koncui vystupuje po n dratech.
Kazdy drat na levém konci je propojen s pravé jednim na konci druhém a my
chceme zjistit, ktery s kterym. K tomu miizeme pouzivat nasledujici operace: (1)
privést napéti na dany drat na levém konci, (2) odpojit napéti z daného dréatu
na levém konci, (3) zmé&¥it napéti na daném dratu na pravém konci. Navrhnéte
algoritmus, ktery pomoci téchto operaci zjisti, co je s ¢im propojeno. SnaZte se
pocet operaci minimalizovat.

Naleznéte neadaptivni feSeni predchoziho cviceni, tedy takové, v némz polozené
dotazy nezavisi na vysledcich predchozich dotazi.

Dokazte, ze v pfedchozich dvou cviéenich je potfeba Q(nlogn) dotazi. Pokud
nevite, jak na to, dokazte to alespon pro neadaptivni algoritmy.

Inverze matice: Navrhnéte algoritmus typu Rozdél a panuj na vypocet inverze
trojihelnikové matice n x n v ¢ase lepsim nez 2(n?). Jako podprogram se mtize
hodit Strassenovo nasobeni matic z oddilu E Muzete predpokladat, ze n je
mocnina dvojky.

Inverze v posloupnosti x1,...,x, ikime kazdé dvojici (i,7) takové, ze i < j
a soucasné r; > x;. Vymyslete algoritmus, ktery spo¢ita, kolik dana posloupnost
obsahuje inverzi. To mize slouzit jako mira neusporadanosti.

Nejblizst body: Mame n bodl v roviné a chceme najit dvojici s nejmensi vzda-
lenosti. Nabizi se rozdélit body vodorovnou pfimkou podle medidnu y-ovych
soufadnic, rekurzivné spocitat nejmensi vzdalenosti €; a €2 v obou polorovi-
nach a pak dopocitat, co se déje v pasu o $ifi 2min(eq, e2) podél délici pfimky.
Dokazte, ze probirdme-li body péasu zleva doprava, staci kazdy bod porovnat
s O(1) sousedy. To vede na algoritmus o slozitosti ©(nlogn).

Sroubky a maticky: Na stole lezi n riiznych Sroubkt a n mati¢ek. Kazd4 ma-
ticka pasuje na pravé jeden Sroub a my chceme zjistit, kterd na ktery. Umime
ale pouze porovnavat sroub s matickou — tim ziskame jeden ze t¥1 moznych
vysledk: maticka je prili§ velka, pfilis mala, nebo spravné velka. Naleznéte co
nejefektivnéjsi algoritmus.
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