1. Vyhledavani v textu

V této kapitole se budeme vénovat prisloveénému hledéani jehly v kupce sena.
Seno bude pfedstavovat néjaky text o délky S. Budeme v ném chtit najit vSechny
vyskyty jehly — podfetézce ¢ délky J.

Kupfikladu v sené bananas se jehla ana vyskytuje hned dvakrat, pfiCemz vysky-
ty se prekryvaji. V sené anna se tatdz jehla nevyskytuje viibec, protoze hledame
souvislé podretézce, a nikoliv vybrané podposloupnosti.

Senem pfitom nemusi byt jenom obycejny text. Podobné problémy potkava-
me tifeba v bioinformatice pfi zkoumani genetického kédu, nebo v matematice, kde
pomoci Fetézct kédujeme grafy a jiné kombinatorické struktury.

1.1. Retézce a abecedy

Aby se nam o Fetézcovych algoritmech lépe vypravélo, udélame si nejprve po-
tfadek v terminologii okolo Tetézcii.
Definice:
® Abeceda Y. je néjaka konecnad mnozina, jejim prvkim budeme fikat
znaky (nékdy téz pismena).
® ¥* je mnozina vsech slov neboli Tetézci nad abecedou X, coz jsou
konec¢né posloupnosti znaki ze Y.

Priklady: Abeceda muze byt tvofena tfeba pismeny a az z, bity 0 a 1 nebo nukleotidy
C, T, A, G. Potkdme ovsSem i rozlehlejsi abecedy: naptiklad mezinarodni znakova sada
Unicode ma 216 = 65536 znakii, v novéjsich verzich dokonce 1114112 znakt. Jesté
extrémnéjsim zptsobem pouzivaji fetézce lingvisté: na Cesky text se nékdy divaji
jako na Tetézec nad abecedou, jejiz znaky jsou ceska slova.

Velikost abecedy se obvykle povazuje za konstantu. My budeme navic predpo-
kladat, ze abeceda je dostate¢né mala, abychom si mohli dovolit ukladat do paméti
pole indexovana znakem. Pozdéji se tohoto predpokladu zbavime.

Znaéeni:

® Slova budeme znacit malymi pismenky fecké abecedy «, 3, ...

® /naky abecedy oznac¢ime malymi pismeny latinky z, y, ... Kon-
krétni znaky budeme psat psacim strojem. Znak budeme pouzi-
vat i ve smyslu jednoznakového fetézce.

e Délka slova |a| udéva, kolika znaky je slovo tvofeno.

® Prdzdné slovo znacime pismenem &, je to jediné slovo délky 0.

e Zretézeni aff vznikne zapsdnim slov « a § za sebe. Plati |a8| =
la| + |B], ae = ea = a

® afk] je k-ty znak slova «, indexujeme od 0 do |a| — 1.
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e ok : /] je podslovo zaéinajici k-tym znakem a konéici tésné pred
C-tym. Tedy afk : £] = afklafk + 1]...a[¢ — 1]. Pokud & > ¢, je
podslovo prazdné. Pokud nékterou z mezi vynechame, mini se k = 0
nebo ¢ = |a|.

® qf : {] je prefiz (pfedpona) tvofeny prvnimi ¢ znaky Fetézce.

e afk : ] je suffiz (pfipona) od k-tého znaku do konce Fetézce.

e af:]=q.

Dodejme jesté, ze kazdé slovo je podslovem sebe sama a prazdné slovo je podslo-
vem kazdého slova. Pokud budeme hovorit o vlastnim podslovu, budeme tim myslet
podslovo riazné od celého slova. Analogicky pro prefixy a suffixy.

1.2. Knuthuv-Morrisuv-Prattuv algoritmus

Vratme se nyni zpét k ptivodnimu problému hledani podfetézcii. Na vstupu
jsme dostali seno ¢ a jehlu ¢. Na vystupu chceme oznédmit vSechny vyskyty; snadno
je popiSeme napiiklad mnozinou v8ech indextu k takovych, ze o[k : k + |¢]] = ¢.

Kdybychom postupovali podle definice, zkouseli bychom vSechny mozné pozice
v sené a pro kazdou z nich otestovali, zda tam nezac¢inad néjaky vyskyt jehly. To je
funkéni, nicméné pomalé: moznych zacatku je fadové S, pro kazdy z nich porovna-
vame az J znaku jehly. Celkova ¢asova slozitost je tedy O(JS).

Zkusme jiny pristup: nalezneme v sené prvni znak jehly a od tohoto mista
budeme porovnavat dalsi znaky. Pokud se pfestanou shodovat, prepneme opét na
hledani prvniho znaku. Jenze odkud? Pokud od mista, kde nastala neshoda, selze
to tfeba pfi hledani jehly kokos v sené clanekokokosu — neshoda nastane za koko
a zbyly kos nés neuspokoji. Nebo se mlzeme vratit az k vyskytu prvniho znaku
a pokracovat tésné za nim, ale to zase trva ©(JS).
vyskyty v ¢ase ©(J + S). Pozdé&ji ho zobecnime, aby umél hledat vice riiznych jehel
najednou.

Inkrementalni algoritmus

Na hledani podfetézce piijdeme inkrementdlnée. Tim se obecné mysli, Zze chceme
postupné rozsifovat vstup a prepocitavat, jak se zméni vystup. V nasem pripadé vzdy
pridame dalsi znak na konec sena a zapocitame pfipadny novy vyskyt jehly, ktery
konéi timto znakem.

Abychom toho dosahli, budeme si priubézné udrZovat informaci o tom, jakym
nejdelsim prefixem jehly konéi zatim prectend c¢ast sena. Tomu budeme fikat stav
algoritmu. A jakmile bude tento prefix roven celé jehle, ohlasime vyskyt.

V nasem ,kokosovém® prikladé se tedy po precteni sena clanekoko nachizime
ve stavu koko, nasleduji stavy kok, koko a kokos.

Predstavme si nyni obecné, ze jsme pfecetli fetézec o, ktery koncil stavem a.
Pak vstup rozsifime o znak x na oz. V jakém stavu se ted méame nachézet? Pokud
to nebude prazdny Fetézec, musi kondit na x, tedy ho mtizeme napsat ve tvaru o/z.
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Vsimneme si, ze o mus? byt suffizem slova a: Jelikoz o'z je prefix jehly, je o
také prefix jehly. A protoZe o’z je suffixem oz, musi o’ byt suffixem o. Tedy jak a,
tak o jsou suffixy slova o, které jsou soucasné prefixy jehly. OvSem stav o jsme
vybrali jako nejdelsi slovo s touto vlastnosti, takze o’ musi byt nejvyse tak dlouhé,
a tedy je suffixem a.

Stacilo by proto probrat vSechny suffixy slova «, které jsou prefixem jehly,
a vybrat z nich nejdelsi, ktery po rozsifeni o znak x stéle je prefixem jehly.

Abychom ale nemuseli suffixy prochazet vSechny, predpocitame si zpétnou funk-
ci z. Ta nam pro kazdy prefix jehly fekne, jaky je jeho nejdelsi vlastni suffix, ktery
je opét prefixem jehly. To nam umozni prochézet rovnou kandidaty na novy stav:
probereme fetézce «, z(a), z(z(a)), ... a pouzijeme prvni z nich, ktery lze rozsirit
o znak x. Pokud neptjde rozsifit ani jeden z téchto kandidati, novym stavem bude
prazdny retézec.

Na této myslence je zalozen nasledujici algoritmus, objeveny v roce 1974 Do-
naldem Knuthem, Jamesem Morrisem a Vaughanem Prattem.

Knuthuv-Morrisuv-Prattav algoritmus

Algoritmus se opira o vyhleddvaci automat. To je orientovany graf, jehoZ vrcholy
(stavy automatu) odpovidaji prefixim jehly. Vrcholy jsou spojeny hranami dvou
druhi: dopredné popisuji rozsifeni prefixu pfidanim jednoho pismene, zpétné vedou
podle zpétné funkce, ¢ili z kazdého stavu do jeho nejdelsiho vlastniho suffixu, ktery
je opét stavem.

— NN

e b ba bar barb barba barbar Ce barbarossa

@, >0 2® 2® 2® 29 >0 >0 >0 »0O 28
b a r b a r o s s a

Obr. 1.1: Vyhledavaci automat pro slovo barbarossa

Reprezentace automatu bude pfimocara: stavy ocislujeme od 0 do J, dopfedna
hrana povede vzdy ze stavu s do s+ 1 a bude odpovidat rozsifeni prefixu o prislusny
znak jehly, tedy o ¢[s]. Zpétné hrany si zapamatujeme v poli Z: prvek Z[s] bude
tikat cislo stavu, do néjz vede zpétna hrana ze stavu s, pfipadné bude nedefinované,
pokud takova hrana neexistuje.

Kdybychom takovy automat meéli, mohli bychom pomoci néj inkrementalni
algoritmus z predchoziho oddilu popsat nasledovné:

Procedura KMPKROK (jeden krok automatu)
Vstup: Jsme ve stavu s, precetli jsme znak x

1. Dokud i[s] #x A s#0: s Z[s]. < zZpétné hrany
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2. Pokud ([s] = z, pak s + s+ 1. < doprednd hrana
Vystup: Novy stav s

Algoritmus KMPHLEDEJ (spuSténi automatu na fetézec o)
Vstup: Seno o, zkonstruovany automat

1. s+0

2. Pro znaky x € o postupné provadime:
3. s + KMPKROK(s, x)

4. Pokud s = J, ohlasime vyskyt.

Invariant: Stav algoritmu s v kazdém okamziku fika, jaky nejdelsi prefix jehly je
suffixem zatim pfectené ¢asti sena. (To uz vime z ivah o inkrementalnim algoritmu.)

Dusledek: Algoritmus ohlési vSechny vyskyty. Pokud jsme préavé precetli posledni
znak néjakého vyskytu, je celd jehla suffixem zatim prectené Casti sena, takZze se
musime nachéazet v poslednim stavu.

Jen musime opravit drobnou chybu — tésné poté, co ohlasime vyskyt, se algorit-
mus zepta na dopfednou hranu z posledniho stavu. Ta pfeci neexistuje! Napravime to
jednoduse: pridame fiktivni dopfednou hranu, na niz je napsan znak odlisny od vsech
skutecnych znakd. Tim zajistime, ze se po této hrané nikdy nevydame. Staci tedy
vhodné dodefinovat ¢[J].(1)

Lemma: Funkce KMPHLEDEJ béZi v ¢ase O(S5).

Diikaz: Vypocet funkce mizeme rozdélit na prichody dopfednymi a zpétnymi hra-
nami. S dopfednymi je to snadné — pro kazdy z S znakl sena projdeme po nejvyse
jedné dopredné hrané. To o zpétnych hranach neplati, ale pomize nam, ze kazda
dopredna hrana vede o pravé 1 stav doprava a kazda zpétna o aspon 1 stav dole-
va. Proto je vSech prichodi po zpétnych hranach nejvyse tolik, kolik jsme prosli
dopfednych hran, takze také nejvyse S. ]

Mimochodem, pfedchozi lemma nam vlastné rika, ze jeden krok automatu ma
konstantni amortizovanou slozitost. A dikaz v sobé skryvé pfimocaré pouziti po-
tencidlové metody z oddilu ??: roli potencidlu zde hraje ¢islo stavu.

Konstrukce automatu

Hledéani tedy pracuje v linedrnim case, zbyva domyslet, jak v linedrnim case
sestrojit automat. Stavy a dopredné hrany ziskdme trividlné, se zpétnymi budeme
mit trochu prace.

Podnikneme myslenkovy pokus: Predstavme si, ze automat uz mame hotovy,
ale nevidime, jak vypadda uvnitf¥. Chtéli bychom zjistit, jak v ném vedou zpétné hrany,
ovSem jediné, co umime, je spustit automat na néjaky retézec a zjistit, v jakém stavu
skon¢il.

1)V jazyce C miizeme zneuzit toho, ze kazdy Fetézec je ukoncéen znakem s nulovym
kédem.
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Tvrdime, Ze pro zjisténi zpétné hrany ze stavu « staéi automatu predlozit
fetézec afl : ]. Definice zpétné funkce je totiz ndpadné podobnd invariantu, ktery
jsme o funkci KMPHLEDEJ dokazali. Oboji hovoii o nejdelsim suffixu daného slova,
ktery je prefixem jehly. Jediny rozdil je v tom, ze v piipadé zpétné funkce uvazujeme
pouze vlastni suffixy, zatimco invariant pfripousti i ty nevlastni. To ovSem snadno
vyfesime ,ukousnutim® prvniho znaku jména stavu.

Pokud bychom chtéli objevit vSechny zpétné hrany, stacilo by automat spous-
t&t postupné na Fetézce ¢[1 : 1], ¢[1 : 2], ¢[1 : 3], atd. Jelikoz funkce KMPHLEDEJ je
linedrni, stélo by nas to dohromady O(J?). Pokud si ale v§imneme, 7e kazdy ze zmi-
nénych fetézci je prefixem toho nasledujiciho, je jasné, ze staci spustit automat jen
jednou na fetézec ¢[1 : ] a jen zaznamendavat, kterymi stavy jsme prosli.

To je zajimavé pozorovani, Feknete si, ale jak ndm pomuze ke konstrukci au-
tomatu, kdyz samo hotovy automat potiebuje? PomiZe pékny trik: pokud hledame
zpétnou hranu z i-tého stavu, spoustime automat na slovo délky ¢ — 1, takze se mu-
zeme dostat pouze do prvnich ¢ — 1 stavii a viibec ndm nevadi, Ze v tom i-tém jesté
neni zpétna hrana hotova. (2

P1i konstrukci automatu tedy nejdrive sestrojime dopfedné hrany, nacez roz-
pracovany automat spustime na Fetézec ¢[1 : ] a podle toho, jakjmi stavy bude
prochazet, doplnime zpétné hrany. Jak uz vime, vyhledavani ma linearni slozitost,
takze celd konstrukce potrvd ©(J).

Hotovy algoritmus pro konstrukci automatu mizeme zapsat nasledovné:

Algoritmus KMPKONSTRUKCE
Vstup: Jehla ¢ délky J

1. Z[0] + nedefinovdno, Z[1] + 0

2. 5+0

3. Proi=2,...,J:

4. s <~ KMPKROK(s, [i — 1])
5. Z[i] + s

Vystup: Pole zpétnych hran Z
Vysledky mitizeme shrnout do nasledujici véty:
Véta: Algoritmus KMP najde vSechny vyskyty v ¢ase ©(J + 5).

Dikaz: Linearni ¢as s délkou jehly potifebujeme na postaveni automatu, linearni cas
s délkou sena pak na samotné vyhledani. (]

(2) Konstruovat néjaky objekt pomoci téhoz objektu je osvédéeny postup, ktery
si uz vyslouzil sviij vlastni nézev. V anglictiné se mu tik& bootstrapping a z toho
také vzniklo bootovani pocitac¢ii, protoze pii ném operacéni systém zavadi do paméti
sam sebe. Kde se toto slovo vzalo? Bootstrap znamena cesky struple — to je takové
to ocko na paté boty, které usnadiiuje nazouvani. A v jednom z p¥ibéhti o baronu
Prasilovi slySime barona vypravét, jak se uviznuv v baziné zachranil tim, ze se vytahl
za Struple. Krasny popis bootovani, neni-liz pravda?
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Cviceni

1. Naivni algoritmus, ktery zkousi vSechny mozné zacatky jehly v sené a vzdy po-
rovnava Fetézce, ma Casovou slozitost O(JS). Mize byt opravdu tak pomaly,
uvazime-li, ze porovnavani fetézci skonci, jakmile najde prvni neshodu? Se-
strojte vstup, na kterém algoritmus pobézi O(JS) kroki, pfestoZe nic nenajde.

2. Rotacifetézce a0 K pozic nazyvame Fetézec a[K : |a] : K]. Jak o dvou Fetézcich
zjistit, zda je jeden rotaci druhého?

3. Jak v linedrnim ¢ase zrotovat Fetézec, dostacuje-li pamét pocitade jen na ulozeni
jednoho fetézce a O(1) pomocnych proménnych?

4* Navrhnéte algoritmus, ktery v linedrnim ¢ase nalezne tu z rotaci zadaného fe-
tézce, jez je lexikograficky minimalni.

5. Je dano slovo. Chceme nalézt jeho nejdelsi prefix, ktery je soucasné suffixem.

1.3. Vice retézcu najednou: algoritmus Aho-Corasickova

v

Nyni si zahrajeme tutéz hru v trochu slozitéjsich kulisach. Tentokrat bude jehel
vicero: t1, ..., LN, jejich délky oznaéime J; = |¢;|. Dostaneme néjaké seno o délky S
a chceme nalézt vSechny vyskyty jehel v sené.

Opét si nejdiiv musime ujasnit, co ma byt vystupem. Dokud byla jehla jedna
jediné, bylo to ziejmé — chtéli jsme nalézt mnozinu vSech pozic v sené, na kterych
zaéinaly vyskyty jehly. Jak tomu bude zde? Chceme se dozvédét, kterd jehla se
vyskytuje na které pozici. Jinymi slovy vypsat vSechny dvojice (k,7) takové, ze o[k :
k + Jz] = l;.

Téchto dvojic muze byt pomérné hodné. Pokud je totiz jedna jehla suffixem
druhé, na jedné pozici v sené mohou koncit vyskyty obou. Celkova velikost vystupu
tak mize byt vétsl nez linedrni v délce vstupu (viz cvideni . Budeme proto hledat
algoritmus, ktery bude linearni v délce vstupu plus délce vystupu, coz je evidentné
to nejlepsi, ¢eho muzeme dosahnout.

Algoritmus, ktery si nyni ukdZzeme, objevili v roce 1975 Alfred Aho a Margaret
Corasickova. Je elegantnim zobecnénim Knuthova-Morrisova-Prattova algoritmu pro
vice Tfetézcti.

Opét se budeme snazit sestrojit vyhleddvaci automat, jehoz stavy budou odpo-
vidat prefixiim jehel a dopfedné hrany budou popisovat rozsifovani prefixt o jeden
znak. Hrany tedy budou tvofit strom orientovany smérem od kofene (pismenkovy
strom pro dany slovnik, ktery uz jsme potkali v oddilu ??).

Kazdy list stromu bude odpovidat nékteré z jehel, ale jak je vidét na obrazku,
nékteré jehly se mohou vyskytovat i ve vnitinich vrcholech (pokud je jedna jehla
prefixem jiné). Vyskyty jehel ve stromu si tedy néjak oznac¢ime, piislusnym staviim
budeme fikat koncove.

Daéle potfebujeme zpétné hrany (na obrazku tenké Sipky). Jejich definice bude
aplné stejnd jako u automatu KMP. Z kazdého stavu ptjde zpétna hrana do je-
ho nejdel$iho vlastniho suffixu, ktery je také stavem. Cili se budeme snazit jméno
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Obr. 1.2: Vyhledéavaci automat pro
slova ara, bar, arab, baraba, barbara

stavu zkracovat zleva tak dlouho, nez dostaneme jméno dalsiho stavu. Z kofene —
prazdného stavu — pak evidentné zadna zpétna hrana nepovede.

Funkce pro hledani v sené bude vypadat stejné jako u KMP: za¢ne v po¢atecnim
stavu (to je koFen stromu) a postupné bude rozsifovat seno o dalsi pismenka. Pokazdé
zkusi jit dopfednou hranou a pokud to neptijde, bude se vracet po zpétnych hranach.
Pritom se budto dostane do vrcholu, kde vhodna dopfednd hrana existuje, nebo se
novy znak nehodi ani v koreni, a tehdy je zahozen.

Stejné jako u KMP nahlédneme, Ze prochézeni sena trva ©(S) a Ze plati analo-
gicky invariant: v kazdém okamziku se nachazime ve stavu, ktery odpovida nejdel-
$imu suffixu zatim precteného sena, ktery je prefixem nékteré jehly.

Hlaseni vyskyta

Kdy ohlasime vyskyt jehly? U KMP to bylo snadné: kdykoliv jsme dospéli
do posledniho stavu, znamenalo to nalezeni jehly. Nabizi se hlasit vyskyt, kdykoliv
dojdeme do stavu oznaceného jako koncovy. To ale nefunguje: pokud nas ukazkovy
automat preCte seno bara, skonc¢i ve stavu bara, ktery neni koncovy, a pritom by
zde mél ohlasit vyskyt jehly ara. Stejné tak pfecteme-li barbara, nev§imneme si, ze
na témze misté kondi i ara.

Plati ale, Ze vSechna slova, kterd bychom méli v daném stavu ohlésit, jsou
suffixy jména tohoto stavu. Mohli bychom se tedy vydat po zpétnych hranach az do
korene a kdykoliv projdeme pres koncovy vrchol, ohlasit vyskyt. To ovsem trva prilis
dlouho — jisté by se stavalo, Ze bychom podnikli dlouhou cestu do kofene a nenasli
na ni viibec nic.

7 2017-05-18



Dalsi, co se nabizi, je pfedpo¢itat si pro kazdy stav 8 mnozinu slov M(f3),
jejichZz vyskyty mame v tomto stavu hlasit. To by fungovalo, ale existuji mnozZiny
jehel, pro které bude celkova velikost mnozin M (f) superlinedrni (viz cviceni .
Museli bychom se tedy vzdat lakavé moznosti stavby automatu v linedrnim case.

Jak to tedy vyfesime? Zavedeme zkratky (na obrazku vyznacdeny teckované):

Definice: Zkratkovd hrana ze stavu « vede do nejblizsiho koncového stavu ((«a) do-
sazitelného z a po zpétnych hranach (a rtzného od «).

Jingmi slovy, zkratka ((a) ndm Fekne, jaky je nejdelsi vlastni suffix slova a,
ktery je jehlou. Pokud takovy suffix neexistuje, zadna zkratkova hrana ze stavu «
nepovede. Pomoci zkratkovych hran muzeme snadno vyjmenovat vSechny vysky-
ty. Budeme postupovat stejné, jako bychom prochézeli po vSech zpétnych hranéch,
jen budeme dlouhé tseky zpétnych hran, na nichz neni nic k hlaseni, preskakovat
v konstantnim case.

Reprezentace automatu

Vyhledavaci automat sestava ze stromu dopfednych hran, ze zpétnych hran
a ze zkratkovych hran. Rozmysleme si, jak vSe ulozit do paméti. Stavy ocislujeme,
tfeba podle toho jak vznikaly, a pro kazdy stav s si budeme pamatovat:

e Zpét(s) — ¢islo stavu, kam vede zpé&tna hrana (nebo (), pokud ze
stavu s zadné nevede),
® Zkratka(s) — kam vede zkratkova hrana (obdobné),
e Slovo(s) — zda tu konéi néjaké slovo (a pokud ano, tak které),
® Dopredu(s,z) — kam vede dopfednd hrana oznafend pismenem x
(pro malé abecedy si to miZeme pamatovat v poli, pro velké viz
cviceni E)
Cely algoritmus pro zpracovani sena automatem pak bude vypadat takto:
Procedura ACKROK (jeden krok automatu)
Vstup: Jsme ve stavu s, precetli jsme znak x
1. Dokud Dopredu(s,z) =0 N s # kofen: s < Zpét(s).
2. Pokud Dopredu(s,z) # 0: s + Dopredu(s, ).
Vystup: Novy stav s

Algoritmus ACHLEDEJ (spusténi automatu na dany fetézec)
Vstup: Seno o, zkonstruovany automat

1. s < koren
2. Pro znaky x € o postupné provadime:

3. s + ACKROK(s, x)

4. j4s

5. Dokud j # 0:

6. Je-li Slovo(j) # 0:

7. Ohlasime Slovo(j).
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8. J  Zkratka(j)

Stejnym argumentem jako u KMP zdtuvodnime, Ze vSechny kroky automatu dohro-
mady trvaji ©(S). Mimo to jesté hlasime vyskyty, coz trva O(podet vyskyti). Zbyva
ukézat, jak automat sestrojit.

Konstrukce automatu

Opét se inspirujeme algoritmem KMP a nahlédneme, Ze zpétnd hrana ze sta-
vu 3 vede tam, kam by se automat dostal pfi hledani slova 8 bez prvniho zna-
ku. Chtéli bychom tedy zacit sestrojenim dopfednych hran a pak spousténim jesté
nehotového automatu na jednotlivé jehly dopliovat zpétné hrany, doufajice, Ze si
vystacime s uz sestrojenou ¢asti automatu.

Kdybychom vsak automat spoustéli na jednu jehlu po druhé, dostali bychom
se do tzkych, protoze zpétné hrany mohou vést kiizem mezi jednotlivymi vétvemi
stromu. Mohlo by se nam tedy stat, Zze bychom pfi hleddni potfebovali zpétnou
hranu, ktera dosud nebyla vytvorena.

Budeme tedy zpétné hrany radéji konstruovat po hladinach. Kazda takova
hrana vede alespon o jednu hladinu vys, takze se pri hledani vzdy budeme pohybovat
po té casti stromu, kterd uz je bezpeéné hotova. Mizeme si predstavit, ze paralelné
spustime vyhledavani vSech slov bez prvnich pismenek a vzdy udélame jeden krok
kazdého z téchto hledani, coz ndm da zpétné hrany v dalsim patie stromu.

Navic kdykoliv vytvorime zpétnou hranu, sestrojime také zkratkovou hranu
z téhoz vrcholu: Pokud vede zpétnd hrana ze stavu s do stavu z a Slovo(z) je
definovano, musi vést zkratka z s také do z. Pokud v z zadné slovo nekonci, musi
zkratka z s vést do téhoz vrcholu, kam vede zkratka ze z.

Algoritmus ACKONSTRUKCE
Vstup: Slova t1,...,L,

—_

Zalozime strom, ktery obsahuje pouze korfen r.
Vlozime do stromu slova ¢1. . . t,, nastavime Slovo ve vSech stavech.
Zpét(r) < 0, Zkratka(r) < 0
Zalozime frontu F' a vlozime do ni syny kofene.
Pro v8echny syny s kofene: Zpét(s) < r, Zkratka(s) < 0.
Dokud F # (:
Vybereme i z fronty F.
Pro vSechny syny s vrcholu i:
z + ACKROK(Zpét(i), pismeno na hrané is)
Zpét(s) + z
Pokud Slovo(z) # 0: Zkratka(s) < z.
Jinak Zkratka(s) < Zkratka(z).
13. Vlozime s do fronty F'.
Vystup: Strom, pole Slovo, Zpét a Zkratka

© XN OAE W

—_ = =
M=o
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Pro rozbor ¢asové slozitosti si uvédomime, ze konstrukce zpétnych hran hleda
v8echny jehly, jen kroky jednotlivich hleddni vhodnym zptsobem stiida (jakoby je
provadéla paralelné). Casovou slozitost tedy mifizeme shora omezit souctem slozitosti
hledani jehel, coz, jak uz vime, je linearni v délce jehel.

Chovéni celého algoritmu shrneme do néasledujici véty:

Véta: Algoritmus Aho-Corasickova najde vSechny vyskyty v ¢ase © (3, J; + S+ V),
kde Ji,...,J, jsou délky jednotlivych jehel, S je délka sena a V pocet vyskytu.
Cviceni

1. Naleznéte piiklad jehel a sena, v némz je asymptoticky vice nez linearni pocet
vyskytl. Piesnéji feceno ukazte, ze pro kazdé n existuje vstup, v némz je soucet
délek jehel a sena O(n) a pocet vyskyti neni O(n).

2. Uvazujme zjednoduseny algoritmus AC, ktery nepouziva zkratkové hrany a vzdy
projde po zpétnych hranach az do kofene. Ukazte vhodnymi piiklady vstupt,
7e tento algoritmus je asymptoticky pomalejsi.

3. Jednoduchy zpusob, jak si poradit s hlaSenim vyskytu, je predpocitat si pro kaz-
dy stav s mnoZinu M(s) slov k ohlaseni. Dokazte, Ze tyto mnoziny neni mozné
sestrojit v linedarnim case s velikosti slovniku, protoze soucet jejich velikosti
mize byt pro nékteré vstupy superlinearni.

4. Rozmyslete si, Ze mnoziny M(s) z pfedchoziho piikladu by bylo mozné repre-
zentovat jako srustajici spojové seznamy — tedy takové, kde si kazdy prvek
pamatuje ukazatel na svého naslednika, ktery ovSem muze lezet v jiném se-
znamu. Presvédcte se, ze nami zavedené zkratkové hrany lze interpretovat jako
ukazatele ve srustajicich seznamech.

5. Upravte algoritmy z této kapitoly, aby si poradily s velkymi abecedami.

6. Co kdybychom chtéli pro kazdou pozici v sené hlésit jenom jeden vyskyt jehly?
Mohl by to byt tfeba ten nejdelsi, ktery na dané pozici konci. Ukazte, jak to
zaridit bez vyjmenovani vSech vyskytd. Jak by se situace zménila, kdybychom
misto nejdelsiho hledali nejkratsi?

7. Méjme seno a jehly. Popiste algoritmus, ktery v linedrnim case pro kazdou jehlu
spocita, kolikrat se v sené vyskytuje. Casova sloZitost by neméla zaviset na
poctu vyskytt — ten, jak uz vime, mize byt superlinearni.

8. Cenzor dostane mnozinu zakazanych podretézct a text. Vzdy najde nejlevéjsi
vyskyt zakdzaného podfetézce v textu (s nejlevéjsim koncem; pokud jich je vice,
tak nejdelsi takovy), vystiihne ho a postup opakuje. Ukazte, jak text cenzurovat
v linearnim ¢ase. Chovéani algoritmu si vyzkousejte na textu a”b™ a zakazanych
slovech a"t!, b.

1.4. Rabinuv-Karpuv algoritmus

Na zavér ukazeme jesté jeden pristup k hledani jehly v sené, zalozeny na hesSo-
vani. Casova slozitost v nejhorsim piipadé sice bude srovnatelna s hleddnim hrubou
silou, ale v priméru bude linearni a v praxi tento algoritmus ¢asto prekona KMP.
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Predstavme si, ze mame seno délky S a jehlu délky J. Pofidime si néjakou
heSovaci funkci H, kterd J-ticim znakt pfifazuje ¢isla z mnoziny {0,..., N — 1} pro
néjaké dost velké N. Budeme posouvat okénko délky J po sené, pro kazdou jeho
polohu si spocteme he§ znakd uvnitf okénka, porovname s hesem jehly a pokud se
rovnaji, porovname okénko s jehlou znak po znaku.

Pokud je hesovaci funkce ,kvalitni“, malokdy se stane, ze by se hese rovnaly,
takZe misto ¢asu O(J) na porovnavani fetézct si vystac¢ime s porovnanim hest v kon-
stantnim ¢ase. JenZe ouha, ¢as O(J) potfebujeme i na vypocteni hese pro kazdou
polohu okénka. Jak z toho ven?

Poridime si heSovaci funkci, kterou lze pfi posunuti okénka o pozici doprava
v konstantnim case prepocitat. Tyto pozadavky spliuje tfeba polynom

H(zy,...,x5) = (1 P77  + 2P’ 2 + ...+ 2; 1P + 2;P% mod N,

pri¢emz pismena povazujeme za piirozend cisla a P je néjakd vhodna konstanta —
potiebujeme, aby byla nesoudélna s N a aby P’ bylo fadové vétsi nez N. Posuneme-li
nyni okénko z z1,...,2; na xa,...,T 41, hes se zmeéni takto:

H(zo,...,x541) = (2oP? 7 + 23P’ 2 + ...+ 2;P' + 27,1 P°) mod N
=(P-H(xy,...,25) — 2P’ 4+ 2;,1) mod N.

Pokud si mocninu P’ pfedpoéitame, probéhne aktualizace heSe v konstantnim case.

Cely algoritmus pak bude vypadat nasledovné:

Algoritmus RABINKARP
Vstup: Jehla ¢ délky J, seno o délky S

1. j« H() < hes jehly
2. h<« H(o[:J]) < hes pruni pozice okénka
3. Zvolime P a N a predpoéitame P’ mod N.

4. Proiod0do S — J: 4 mozné pozice okénka
5. Je-li h = j:

6. Pokud of[i : i + J] = ¢, ohldsime vyskyt na pozici i.

7. Pokud i < S — J: a4 prepocitaime hes
8. h < (P-h—oli]- P’ +ofi +J]) mod N

Pojdme prozkoumat slozitost algoritmu. Inicializace algoritmu a poditani hesi
okének trvaji celkem O(J 4 S). Pro kazdou polohu okénka ovSem muZeme strévit
¢as O(J) porovnavanim fetézct. To mize celkem trvat az O(JS). Abychom ukézali,
ze prumeér je lepsi, odhadneme pravdépodobnost porovnani.

Pokud nastane vyskyt, urc¢ité porovnavame. Nenastane-li, hes jehly se shodu-
je s heSem okénka s pravdépodobnosti 1/N (za pfedpokladu dokonale ndhodného
chovani heSovaci funkce, coZ jsme o té nasi nedokézali; blize viz cviceni .
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V priameéru tedy spotfebujeme cas O(J + S+ VJ + S/N - J), kde V je pocet

nalezenych vyskyti. Pokud nam bude stacit najit prvni vyskyt a zvolime N > SJ,
algoritmus pob&Zzi v primérném éase O(J + S).

Dodejme, zZe tento algoritmus objevili v roce 1987 Richard Karp a Michael

Rabin. Pozdéji se podobna myslenka stala zakladem metod na detekci podobnosti
souborti, které mtizete ochutnat ve cviceni E

Cviéeni

1.

Polynomialni hesovaci funkce nejsou dokonale ndhodné, ale kdybychom zvolili
prvociselné N a ndhodné P, mohli bychom vyuzit poznatki o univerzalnim
hesovani z oddilu ??. Spocitejte pomoci cvi¢eni ??, kolik v priméru nastane
kolizi, a pomoci toho stanovte primérnou ¢asovou slozitost vyhledavani.

Bob a Bobek si povidaji po telefonu a pojali podezfeni, ze kazdy z nich pou-
7iva trochu jinou verzi softwaru pro kouzelny klobouk. Bob navrhuje rozdélit
soubor s programem na 32 KB bloky, kazdy z nich zahesovat do 64-bitového
¢isla a vysledky si Fici. Bobek oponuje, ze tak by snadno poznali par zménénych
bytt, ale vlozeni jediného bytu by mohlo zménit vSechny heSe. Poradime jim,
aby soubor prosli ,,okénkovou“ hesovaci funkci a kdykoliv je nejnizsich B bita
vysledku nulovych, zacali novy blok. Rozmyslete si, ze toto déleni je odolné
i proti vkladani a mazani byta. Jak zvolit B a parametry hesovaci funkce, aby
prumeérnd velikost bloku zustala 32 KB?

1.5. Dalsi cviéeni

2%

4 .**

HX

Jak zjistit, zda je zadané slovo a periodické? Tim myslime zda existuje slovo
a ¢&islo k > 1 takové, ze o = B¥ (zfetézeni k kopii fetézce 3).

Navrhnéte datovou strukturu pro dynamické vyhledavani v textu. Jehla je pev-
na, v sené lze pribézné ménit jednotlivé znaky a struktura odpovida, zda se
v sen€ praveé vyskytuje jehla.

Pestry budeme fikat takovému fetézci, jehoz vsechny rotace jsou navzajem riz-
né. Kolik existuje pestrych fetézct v ¥ pro kone¢nou abecedu X a prvocislo n?

Vyfeste predchozi cviceni pro obecné n.

Substitu¢ni Sifra funguje tak, Ze zpermutujeme znaky abecedy: napfiklad per-
mutaci abecedy abcdeo na dacebo zasifrujeme slovo abadcode na dadecoeb.
Zasifrovany text je méné srozumitelny, ale naptiklad vyzradi, kde v originalu
byly stejné znaky a kde rtzné. Bud déno seno zaSifrované substituc¢ni Sifrou
a nezasifrovana jehla. Najdéte vSechny mozné vyskyty jehly v origindlnim sené
(tedy takové pozice v sené, pro néz existuje permutace abecedy, kterd pielozi
jehlu na piislusny kousek sena).

Definujme Fibonacciho slova takto: Fy = a, F} = b, Fpyo = F,F,41. Jak
v zadaném Fetézci nad abecedou {a, b} najit nejdelsi Fibonacciho podslovo?
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7* Pokracujme v predchozim cvi¢eni. Dostaneme Fetézec nad n&jakou obecnou abe-
cedou, chceme nalézt jeho nejdelsi podfetézec, ktery je isomorfni s néjakym
Fibonacciho slovem (lisi se pouze substituci jinych znaki za a a b).

8* Je déan text a dislo K. Jak zjistit, ktery podietézec délky K se v textu vyskytuje
nejcastéji?

9* Opét je dan text, tentokrat hleddme nejdelsi podietézec, ktery se vyskytuje
alespon dvakrat.

10* Ukazte, jak pro dané dva Fetézce najit jejich nejdelsi spoleény podietézec.
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