1. Paralelni algoritmy

vvvvv

¢im dal vic vypocetniho vykonu. Rychlost a kapacita poc¢itact zatim rostla exponen-
cidlné, takze se zd4, ze staci chvili pockat. Jenze podobné rostou i velikosti problém,
které chceme tesit. Navic exponencialni rist vykonu se ur¢ité nékdy zastavi — nece-
kédme tfeba, Ze by bylo mozné vyrabét transistory mensi nez jeden atom.

Jak si poradime? Jedna z ldkavych moznosti je zapidhnout do jednoho vypo-
¢tu vice procesort najednou. Ostatné, vicejadrové procesory, které dneska najdeme
ve svych stolnich pocitacich, nejsou nic jiného neZ miniaturni viceprocesorové sys-
témy na jednom Cipu.

Nabizi se tedy obtiznou tlohu rozdélit na nékolik ¢asti, nechat kazdy procesor
(&1 jadro) spocitat jednu z ¢asti a nakonec jejich vysledky spojit dohromady. To se
snadno fekne, ale s vyjimkou trivialnich tloh uz obtiznéji provede.

Pojdme se podivat na nékolik zajimavych paralelnich algoritmti. Abychom se
nemuseli zabyvat detaily hardwaru konkrétniho viceprocesorového pocitace, zavede-
me pomérné abstraktni vypocetni model, totiz hradlové sité. Tento model je daleko
paralelnéjsi nez skuteény pocitac, ale pfesto se techniky pouzivané pro hradlové sité
hodi i prakticky. Konec koncii sama vnitini struktura procesorti se nasemu modelu
velmi podoba.

1.1. Hradlové sité

Hradlové sité jsou tvoreny navzajem propojenymi hradly. Kazdé hradlo pfitom
pocita né&jakou (obecné libovolnou) funkci ¥ — ¥.. Mnozina ¥ je kone¢na abeceda,
stejnd pro celou sit. P¥irozené ¢islo k udava pocet vstupt hradla, jinak téZ jeho aritu.

Priklad: Casto studujeme hradla booleovskd pracujici nad abecedou ¥ = {0,1}. Ta
pocitaji jednotlivé logické funkce, naptiklad:

e nuldrni funkce: to jsou konstanty (FALSE = 0, TRUE = 1),

® undrni funkce: identita a negace (NOT, —),

® bindrni funkce: logicky sou¢in (AND, & ¢&i A), soucet (OR, V), arit-
meticky souc¢et modulo 2 (XOR, @), ...

Propojenim hradel pak vznikne hradlovd sit. NeZ vyfkneme formalni definici,
pojdme se podivat na piiklad jedné takové sité na obr. m Sit m4 tii vstupy, pét
booleovskych hradel a jeden vystup. Na vystupu je pfitom jednicka pravé tehdy,
jsou-li jednicky pritomny na alesponn dvou vstupech. Vraci tedy hodnotu, kterd na
vstupech prevazuje, neboli majoritu.

Obecné kazda hradlové sit mé n&jaké vstupy, hradla a vystupy. Hradla dostavaji
data ze vstupi sité a vystupt ostatnich hradel. Vystupy hradel mohou byt pfipojeny
na libovolné€ mnoho vstupt dalsich hradel, pfipadné na vystupy sité. Jediné omezeni
je, Ze v propojeni nesmime vytvaret cykly.
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Obr. 1.1: Hradlov4 sit pro majoritu ze tii vstupt

Nyni totéz formalnéji:
Definice: Hradlovd sit je urcena:

e Abecedou X, coz je néjaka konefnd mnozina symbolt.

® Po dvou disjunktnimi koneénymi mnozinami
I (vstupy), O (vystupy) a H (hradla).

e Acyklickym orientovanym multigrafem (V, F) s mnozinou vrcholil
V =TUOUH (multigraf potfebujeme proto, abychom uméli vy-
stup jednoho hradla pfipojit soucasné na vice riznych vstupt jiného
hradla).

® Zobrazenim F', které kazdému hradlu h € H ptiradi néjakou funk-
ci F(h) : ") — % coz je funkee, kterou toto hradlo vykonava.
Cislu a(h) fikdme arita hradla h.

® Zobrazenim z : E — N, jez o hranich vedoucich do hradel rika,
kolikdtému argumentu funkce odpovidaji. (Na hranich vedoucich
do vystupt nechavame hodnotu této funkce nevyuzitu.)

Pritom jsou splnény nésledujici podminky:

® Do vstupt nevedou zadné hrany.

® 7 vystupd nevedou zaddné hrany. Do kazdého vystupu vede pravé
jedna hrana.

® Do kazdého hradla vede tolik hran, kolik je jeho arita. Z kazdého
hradla vede alespon jedna hrana.

® Vsechny vstupy hradel jsou zapojeny. Tedy pro kazdé hradlo h
a kazdy jeho vstup j € {1,...,a(h)} existuje pravé jedna hrana e,
kterd vede do hradla h a z(e) = j.
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Na obrazcich vétsinou sité kreslime podobné jako elektrotechnicka schémata:
misto vice hran z jednoho hradla radéji nakreslime jednu, kterd se cestou rozvétvi.
V mistech kfizeni hran teckou rozlisujeme, zda jsou hrany propojeny ¢i nikoliv.

Poznamka: Nékdy se hradlovym sitim také fika kombinacni obvody a pokud pracuji
nad abecedou ¥ = {0, 1}, tak booleovské obvody.

Definice: Vypocet siteé postupné pritazuje hodnoty z abecedy ¥ vrcholtim grafu. Vy-
pocet probiha po taktech. V nultém taktu jsou definoviny pouze hodnoty na vstu-
pech sité a v hradlech arity 0 (konstantach). V kazdém dal$im taktu pak ohodnotime
vrcholy, jejichz vsechny vstupni hrany vedou z vrcholi s jiz definovanou hodnotou.

Hodnotu hradla h pfitom spoéteme funkci F'(h) z hodnot na jeho vstupech
usporddanych podle funkce z. Vystup sité pouze zkopiruje hodnotu, kterd do néj
po hrané prisla.

Jakmile budou po néjakém poctu takti definované hodnoty vSech vrchold, vy-
pocet se zastavi a sit vyda vysledek — ohodnoceni vystupt.

Podle pribéhu vypoétu mizeme vrcholy sité rozdélit do vrstev (na obrézkum
jsou naznaceny teckované).

Definice: i-td vrstva S; obsahuje ty vrcholy, které vydaji vysledek poprvé v i-tém
taktu vypoctu.

Lemma (o prub&hu vypoétu): Kazdy vrchol vyda v koneéném case vysledek (tedy
patii do néjaké vrstvy) a tento vysledek se uz nikdy nezméni.

Dikaz: Jelikoz sit je acyklickd, mtzeme postupovat indukci podle topologického
poradi vrcholti.

Pokud do vrcholu v nevede zadné hrana, vyda vysledek v 0. taktu. V opacném
pfipadé do v vedou hrany z néjakych vrchold uq,...,ux, kteri lezi v topologickém
poradi pred v, takze uz vime, ze vydaly vysledek v taktech tq,...,tx. Vrchol v tedy
musi vydat vysledek v taktu max;t; + 1. A jelikoz vysledky vrcholi uq,...,ux se
nikdy nezmeéni, vysledek vrcholu v také ne. O

Kazdy vypocet se tedy zastavi, takze muzeme definovat ¢asovou a prostorou
slozitost ocekavanym zpusobem.

Definice: Casovou sloZitost definujeme jako hloubku sité, tedy pocet vrstev obsa-
hujicich aspon jeden vrchol. Prostorovd sloZitost bude rovna poctu hradel v siti.
Vsimnéte si, Ze ¢as ani prostor nezavisi na konkrétnim vstupu, pouze na jeho délce.

Poznamka (o arité hradel): Kdybychom pfipustili hradla s libovolné vysokym poctem
vstupt, mohli bychom jakykoliv problém se vstupem délky n a vystupem délky ¢
vyfesit v jedné vrstvé pomoci ¢ kusa n-vstupovych hradel. Kazdému hradlu bychom
prosté prifadili funkci, ktera pocita prislusny bit vysledku ze vsech bitd vstupu.

To neni ani realistické, ani pékné. Jak z toho ven? Omezime arity vSech hradel
néjakou pevnou konstantou, tfeba dvojkou. Budeme tedy pouzivat vyhradné nularni,
unérni a bindrn{ hradla. (Kdybychom zvolili jinou konstantu, dopadlo by to podobné,
viz cviceni [J)
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Poznamka (o uniformit&): Od béZnych vypodetnich modelti, jako je tieba RAM,
se hradlové sité 1isi jednou podstatnou vlastnosti — kazd4 sit zpracovévé vyhradné
vstupy jedné konkrétni velikosti. Resenim tlohy tedy typicky neni jedna sit, ale
posloupnost siti pro jednotlivé velikosti vstupu. VSechny sité pfitom pouzivaji stejné
typy hradel a stejnou abecedu. Takovym vypocetnim modeltim se fika neuniformni.

Obvykle budeme chtit, aby existoval algoritmus (klasicky, neparalelni), ktery
pro danou velikost vstupu sestroji prislusnou sit. Tento algoritmus by mél bézet
v polynomialnim ¢ase — kdybychom dovolili i pomalejsi algoritmy, mohli bychom
béhem konstrukce provadét néjaky narocny predvypocet a jeho vysledek zabudovat
do struktury sité. To je malokdy Zadouci.

Hleda se jednicka

Abychom si novy vypocetni model osahali, zkusme nejprve sestrojit booleovsky
obvod, ktery zjisti, zda se mezi jeho n vstupy vyskytuje alespon jedna jednicka. To
znamena, ze pocitd n-vstupovou funkci OR.

Prunig vesend (obrézekmvlevo): Spoéitdme OR prvnich dvou vstupti, pak OR vysled-
ku s tfetim vstupem, pak se ¢tvrtym, a tak dale. Kazdé hradlo zavisi na vysledcich
véech predchozich, takze vypocet bézi striktné sekvenéné. Casova i prostorova slozi-
tost ¢ini O(n).

Druhé feseni (obrézek E vpravo): Hradla budeme spojovat do dvojic, vysledky
téchto dvojic opét do dvojic, a tak déle. Sit se tentokrat skladd z ©(logn) vrstev,
které celkem obsahuji n/2 +n/4+ ...+ 1 = ©(n) hradel.

Logaritmicka casova slozitost je pro paralelni algoritmy typickd a budeme se ji
snazit dosahnout i u dalsich problém.
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Obr. 1.2: Dvé hradlové sité pro n-bitovy OR
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Cvicéeni

8x

10.

11.

Jak vypada vsech 16 booleovskych funkci dvou proménnych?

Dokazte, ze kazdou booleovskou funkci dvou proménnych lze vyjadiit pomoci
hradel AND, OR a NOT. Proto 1ze kazdy booleovsky obvod s nejvyse dvouvstupo-
vymi hradly upravit tak, aby pouzival pouze tyto tfi typy hradel. Jeho hloubka
pritom vzroste pouze konstanta-krat.

Pokracujme v predchozim cviceni: dokazte, Ze staci jediny typ hradla, a to NAND
(negovany AND). Podobné by stacil NOR (negovany OR). Existuje né&jaka dalsi
funkce s touto vlastnosti?

Sestavte hradlovou sif ze étyf hradel NAND (negovany AND), kterd pocitd XOR
dvou biti.

Dokazte, ze n-bitovy OR nelze spocitat v mensi nez logaritmické hloubce.
Sestrojte hradlovou sif pro majoritu ze 4 vstupt.

Ukazte, ze libovolnou booleovskou funkci s & vstupy lze spocitat booleovskym
obvodem hloubky O(k) s O(2%) hradly. To specialné znamen4, Ze pro pevné k
1ze booleovské obvody s nejvyse k-vstupovymi hradly prekladat na obvody s 2-
vstupovymi hradly. Hloubka pfitom vzroste pouze konstanta-krat.

Exponencialni velikost obvodu z minulého cviceni je neptijemnd, ale bohuzel ne-
vyhnutelna: Dokazte, Ze pro zadné k neplati, Ze vSechny n-vstupové booleovské
funkce lze spoéitat obvody s O(n*) hradly.

Ukazte, jak hradlovou sit s libovolnou abecedou prelozit na ekvivalentni boo-
leovsky obvod s nejvyse konstantnim zpomalenim. Abecedu zakédujte binarné,
hradla simulujte booleovskymi obvody.

Definujeme vghybku — to je analogie operatoru ?: v jazyce C, tedy ternarni boo-
leovské hradlo se vstupy xo, 21 a p, jehoz vysledkem je z,. Ukazte, Ze libovolnou
k-vstupovou booleovskou funkei lze spocitat obvodem slozenym pouze z vyhy-
bek a konstant. Srovnejte s cvicenim E Jak by se naopak sklddala vyhybka
z binarnich hradel?

Dokazte, ze kazdou booleovskou formuli lze prelozit na booleovsky obvod. Veli-
kost obvodu i jeho hloubka pritom budou lineadrni v délce formule.

12*Ukazte, Ze obvody z minulého cviceni si vystadi s logaritmickou hloubkou v délce

13.

formule.

Misto omezeni arity hradel bychom mohli omezit typy funkci, feknéme na AND,
OR a NOT, a pozadovat polynomialni pocet hradel. Tim by také vznikl realisticky
model, byt s trochu jinymi vlastnostmi. Dokazte, Ze sif tohoto druhu s n vstupy
lze pfelozit na sif s omezenou aritou hradel, kterd bude pouze O(logn)-krat
hlubsi. K ¢emu bylo nutné omezeni poctu hradel?

1.2. Séitani a nasobeni binarnich éisel

Nalezli jsme rychly paralelni algoritmus pro n-bitovy OR. Zajimavéjsi ilohou,

jejiz paralelizace uz nebude tak trividlni, bude sc¢itani dvojkovych ¢isel. Mé&jme

5 2017-05-18



dvé ¢isla x a y zapsané ve dvojkové soustave. Jejich cislice oznaéme x,_1...x9
a Yp_1 - - - Yo, Pricemz i-ty fad ma vahu 2. Chceme spocitat dvojkovy zapis zy, . . . 2o
Cisla z =z +y.

Skolni algoritmus

Thned se nabizi pouzit stary dobry ,.skolni algoritmus séitani pod sebou“. Ten
funguje ve dvojkové soustavé stejné dobie jako v desitkové. S¢itame cisla zprava
doleva, vzdy secteme x; s y; a pri¢teme prenos z nizsiho fadu. Tim dostaneme jednu
¢islici vysledku a pfenos do vyssiho fadu. Formalné bychom to mohli zapsat tfeba
takto:

2 =2 DY O ¢,

kde z; je i-ta Cislice souétu, @ znaci operaci XOR (soucet modulo 2) a ¢; je prenos
z (i — 1)-niho fadu do i-tého. Pfenos do vyssiho fadu nastane tehdy, pokud se ndm
potkaji dvé jednicky pod sebou, nebo kdyz se vyskytne alespon jedna jednicka a k to-
mu pienos z nizsiho fadu. Cili tehdy, jsou-li mezi tfemi xorovanymi ¢islicemi alespoii
dvé jednicky — k tomu se ndm hodi jiz znamy obvod pro majoritu:

Co = O,
Ci+1 = (1‘1 A yl) vV (331 A Ci) vV (y, A Ci).
O tomto pfedpisu snadno dokdzeme, ze funguje (zkuste to), nicméné pokud
podle néj postavime hradlovou sit, bude pomérné pomald. Mtizeme si ji predstavit

tak, Ze je slozena z néjakych podsiti (,krabic¢ek“), které budou mit na vstupu z;, y;
a ¢; a jejich vystupem bude z; a ¢;+1. To je hezky vidét na obrézkuB

Zo Yo 1 Y1 T2 Y2 Tn Yn

Co C1 C2 C3 Cp—1 Cn

¥ o I e

20 21 22 Zn
Obr. 1.3: S¢itani skolnim algoritmem

Kazda krabicka ma sama o sobé konstantni hloubku, ovSem k vypoctu potiebu-
je prenos vypocitany predchézejici krabickou. Jednotlivé krabicky proto musi lezet
v rfiznych vrstvach sité. Casova i prostorové sloZitost sité jsou tedy linedrni, stejné
jako s¢itdme-li po bitech na RAMu.

Bloky a jejich chovani

To, co nas pii scitani brzdi, je evidentné ¢ekéni na prenosy z nizSich radu.

Jakmile je zjistime, mame vyhrano — soudet uz ziskdme jednoduchym xorovanim,
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které zvladneme paralelné v éase ©(1). Uvazujme tedy nad zpisobem, jak pfenosy
spocitat paralelné.

Podivejme se na libovolny blok vypoctu skolniho algoritmu. Tak budeme fikat
Casti sité, kterd pocitd soucet bith x;...2; a y;...y; v néjakém intervalu indext
¢, j]. Pfenos cj41 vystupujici z tohoto bloku zavisi kromé hodnot s¢itancti uz pouze
na prenosu c¢;, ktery do bloku vstupuje.

Pro konkrétni sGitance se tedy muZeme na blok divat jako na néjakou funkci,

ktera dostane jednobitovy vstup (pfenos zespoda) a vyd4 jednobitovy vystup (pfenos
nahoru). To je milé, nebot takové funkce existuji pouze Cty¥i:

flz)=0 konstantni 0, blok pohlcuje pfenos

flx)y=1 konstantni 1, blok vytvdr? pfenos

flx)==z identita (znacime <), blok kopiruje prenos

fz) =z negace; ukdzeme, ze u zadného bloku nenastane

Této funkci budeme Fikat chovdani bloku.

Jednobitové bloky se chovaji velice jednoduse:

0] |1] (1
1] |0 [1
0 < < 1

Blok prvniho druhu vzdy predava nulovy pfenos, at uz do né&j vstoupi jakykoliv —
prenos tedy pohlcuje. Posledni blok naopak sdm o sobé pienos vytvari, af dostane
cokoliv. Prostifedni dva bloky se chovaji tak, Ze samy o sobé zadny pfenos nevytvori,
ale pokud do nich néjaky ptijde, tak také odejde.

Veétsi bloky mizeme rozd€lit na ¢asti a podle chovani ¢asti urcit, jak se chova
celek. Mé&jme blok B slozeny ze dvou mensich podblokti H (horni ¢ast) a D (dolni).
Chovani celku zavisi na chovani ¢asti takto:

B s
= D]

Pokud vyssi blok prenos pohlcuje, pak af se nizsi blok chové jakkoli, sloZeni obou
blok musi vzdy pohlcovat. V prvnim fadku tabulky jsou tudiz nuly. Analogicky
pokud vyssi blok generuje pfenos, tak ten niz$i na tom nic nezméni. V druhém
rfadku tabulky jsou tedy samé jednicky. Zajimavéjsi pripad nastava, pokud vyssi
blok kopiruje — tehdy zalezi ¢isté na chovani nizsiho bloku.

Vsimnéme si, ze skladani chovani blokt je vlastné uplné obycejné skladani
funkci. Nyni bychom mohli prohlésit, ze budeme pocitat nad ti¥iprvkovou abecedou
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a ze celou tabulku dokaZzeme spodéitat jednim jedinym hradlem. Pojdme si pfeci jen
rozmyslet, jak bychom takovou operaci popsali ¢isté binarné.
Tti stavy mazeme zakédovat pomoci dvou bit1, fikejme jim tfeba p a ¢q. Dvojice
(p, q) pFitom muZe nabyvat hned ¢tyf moznych hodnot, my dvéma z nich pfifadime
stejny vyznam:
(1,%) =< (0,0)=0 (0,1) =1.
Kdykoliv p = 1, blok kopiruje pfenos. Naopak p = 0 odpovida tomu, Ze blok posila

do vyssiho Ffddu konstantni pfenos, a g pak urcuje, jaky. Kombinovéani bloki (skladani
funkei) pak mtzeme popsat nésledovné:

PB = PH N\ DPD,
g = (—pu A qu) V (pa N ap).

Priichod pfenosu blokem (dosazeni do funkce) bude vypadat takto:
ci+1=PAc)V(pAQ).

Rozmyslete si, Ze tyto formule odpovidaji vySe uvedené tabulce. (Mimochodem, totéz
by se mnohem pfimocafeji formulovalo pomoci vihybek z cviceni [L.1.10)

Paralelni séitani

Od popisu chovéani bloki je uz jenom krucek k paralelnimu pfedpovidani pfeno-
su, a tim i k paralelni séitacce. Bez jmy na obecnosti budeme piredpokladat, Ze pocet
bitt vstupnich ¢isel n je mocnina dvojky; jinak vstup doplnime zleva nulami.

Algoritmus bude rozdélen na dvé c¢asti:

Prvni ¢ast spocita chovani vsech kanonickych bloku — tak budeme fikat bloktm,
jejichz velikost je mocnina dvojky a pozice je délitelné velikosti (bloky téze velikosti
se tedy nepfekryvaji). Nejprve v konstantnim ¢ase stanovime chovéani bloku velikos-
ti 1, ty pak spojime do dvojic, dvojice zase do dvojic atd., obecné v i-tém kroku
spo¢teme chovani vSech kanonickych bloki velikosti 2¢.

Druha c¢ast pak dopocita prenosy, a to tak, aby v i-tém kroku byly znamy
prenosy do fadii délitelnych 2'°6 "~ V nultém kroku zname pouze ¢y = 0 a c,,, ktery
spocitame z ¢y pomoci chovani bloku [0,n]. V prvnim kroku pomoci bloku [0,7n/2]
dopocitame c,, /5, v druhém pomoci [0,n/4] spocitame ¢, 4 a pomoci [n/2,3/4 - n]
dostaneme c3/4.,,, atd. Obecné v i-tém kroku pouzivame chovani blokt velikosti
2loen—i Kazdy krok piitom zabere konstantni ¢as.

Celkové bude séitaci sif vypadat takto (viz obr. [[3):
e O(1) hladin vypoctu chovani bloku velikosti 1,
e O(logn) hladin pocitajicich chovani vSech kanonickych bloki,
e O(logn) hladin dopo¢itavajicich pfenosy ,zahustovanim®,
¢ O(1) hladin na samotné secteni: z; = z; @ y; ® ¢; pro vSechna i.

8 2017-05-18



R 7165|413 [2]|1]|0]| pozce
o1 [1]1lo]1]0]fo0
_________________ ololi|1]tfolaf1] YW
0 < 1 1 < < < <
0 : 1 < L= bloky
................. 0 e eeeeee e
0 5 s 0
: 0 : .
: 1 : : 0 : prenosy
_________________ 1 1 0 o |
t{of1]JoJ1[1]1]1 vystup

Obr. 1.4: Pribéh paralelniho s¢itani pro n = 8

Algoritmus tedy pracuje v éase O(logn). Vyuziva k tomu linedrné mnoho hra-
del: pfi vypoctu chovani blokti na jednotlivych hladinidch pocet hradel exponencialné
kles od n k 1, béhem zahustovani pfenostt naopak exponencidlné stoupd od 1 k n.
Obé geometrické fady se se¢tou na ©(n).

Paralelni nasobeni

Jesté si rozmyslime, jak rychle je mozné ¢isla nasobit. Opét se inspirujeme
gkolnim algoritmem: pokud nésobime dvé n-ciferna ¢isla z a y, uvazime vSech n
posunuti ¢isla x, kazdé z nich vynasobime pfislusnou ¢islici v y a vysledky posc¢itame.

1011

x 1001 T3 T2 T1 To

1011 Yz Y2 Y1 Yo

0000 23 22 Z1 %0
0000
A
1100011 0 ¢

Obr. 1.5: Skolni nasobeni a kompresor

Ve dvojkové soustavé je to jesté jednodussi: nasobeni jednou ¢islici je prosty
AND. Paralelné tedy vytvorime vSechna posunuti a spocitame vSechny ANDy. To vSe
stihneme za 1 takt vypoctu.

Zbyva secist n Cisel, z nichz kazdé mé ©(n) bitt. Mohli bychom opét sdhnout
po osvédéeném triku: s¢itat dvojice éisel, pak dvojice téchto souctt, atd. Takova sit
by méla tvar binarniho stromu hloubky log n, jehoz kazdy vrchol by obsahoval jednu
séitacku, a na tu, jak vime, posta¢i O(logn) hladin. Cely vypocet by tedy bézel
v case O(log®n).
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Jde to ale rychleji, pouzijeme-li jednoduchy, téméf kouzelnicky trik. Sestrojime
kompresor — to bude obvod konstantni hloubky, jenz na vstupu dostane tti ¢isla
a vypocte z nich dvé ¢isla majici stejny soucet jako zadana trojice.

K ¢emu je to dobré? Mame-li se¢ist n ¢isel, v konstantnim ¢ase dokazeme tento
ukol pfevést na secteni 2/3-n ¢isel (vhodné zaokrouhleno), to pak opét v konstantnim
¢ase na secteni (2/3)* - n ¢&isel atd., az nam po logz o n = ©(logn) krocich zbudou
dvé ¢isla a ta seCteme klasickou scéitackou. Zbyva vymyslet kompresor.

Konstrukce kompresoru: Oznac¢me vstupy kompresoru z, y a z a vystupy p a q. Pro
kazdy tad i spocteme soucet x; +1; + z;. To je né€jaké dvoubitové ¢islo, takze mizeme
jeho nizsi bit prohlasit za p; a vyssi za g;41.

Jinymi slovy vSechna t¥i ¢isla jsme normalné secetli, ale misto abychom prenosy
posilali do vyssiho fadu, vytvofili jsme z nich dalsi ¢islo, které ma byt k vysledku
Casem pric¢teno. To je vidét na obrézkum

Nase sit pro paralelni nasobeni nyni pracuje v ¢ase ©(logn) — nejdfive v kon-
stantnim ¢ase vytvofime mezivysledky, pak pouzijeme ©(logn) hladin kompresort
konstantni hloubky a nakonec jednu séitacku hloubky ©(logn).

Jistou vadou na krase ovsem je, ze spotfebujeme ©(n?) hradel. Proto se v praxi
pouZzivaji spiS nasobici sité odvozené od rychlé Fourierovy transformace, s niZz se
potkdme v kapitole ??.

Cviceni

1.  Modifikujte séitaci sit, aby odcitala.

2. Sestrojte hradlovou sit hloubky O(logn), kterd porovnéa dvé n-bitova ¢isla = a y
a vrati jednicku, pokud x < y.

3. Ukazte, jak v logaritmické hloubce otestovat, zda je dvojkové ¢islo délitelné
jedenacti.

4 Pro ctitele teorie automatti: Dokazte, ze kazdy regularni jazyk lze rozpoznavat

hradlovou siti logaritmické hloubky. Ukazte, jak pomoci toho vyfesit vSechna

predchozi cviceni.

5% Sestrojte hradlovou sif logaritmické hloubky, kteréd dostane matici sousednosti
neorientovaného grafu a rozhodne, zda je graf souvisly.

6. Sestrojte hradlovou sit, kterd pro zadané dvojkové ¢éislo ,_1 . ..xg spocita dolni
celou ¢ast z jeho dvojkového logaritmu, ¢ili nejvyssi ¢ takové, ze z; = 1.

1.3. Tridici sité
Jesté zkusime paralelizovat jeden klasicky problém, totiz tfidéni. Budeme k to-

mu pouzivat kompardtorovou sit — to je hradlova sit sloZzené z kompardtori.

Jeden komparator umi porovnat dvé hodnoty a rozhodnout, kterd z nich je
vétsi a kterd mensi. Nevraci vSak booleovsky vysledek jako bézné hradlo, ale ma dva
vystupy: na jednom z nich vraci mensi ze vstupnich hodnot a na druhém tu vétsi.
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V nasem formalismu hradlovych siti bychom mohli komparator reprezentovat
dvojici hradel: jedno z nich by pocitalo minimum, druhé maximum. Hodnoty, které
tFidime, bychom povazovali za prvky abecedy. Komparatorovou sit miZeme také
snadno prelozit na booleovsky obvod, viz cviceni E

Jesté se dohodneme, ze vystupy komparatort se nikdy nebudou vétvit. Kazdy
vystup pfivedeme na vstup dalsSiho komparatoru, nebo na vystup sité. Vétveni by
nam ostatné k ni¢emu nebylo, protoze na vystupu potifebujeme vydat stejny pocet
hodnot, jako byl na vstupu. Nemame pfitom zadné hradlo, kterym bychom mohli
hodnoty slucovat, a definice hradlové sité nam nedovoluje vystup hradla ,zahodit®.

Dtsledkem je, ze vystup kazdé vrstvy, a tedy i celé sité, je néjakd permutace
prvkiu ze vstupu.

Jako rozcvicku zkusime do fe¢i komparatorovych siti prelozit bublinkové tride-
ni. Z néj ziskame obvod na obrézkum Komparatory kreslime jako $ipky: shora do
Sipky vedou vstupy, zdola z ni vychazeji vystupy, vétsi vystup lezi ve sméru Sipky.

Toto nakresleni ovSem ponékud klame — pokud sit nechdme poditat, mnoh4
porovnani budou probihat paralelné. Skutecény prubéh vypocétu znazortuje obrazek
m na némz jsme vSechny operace provadéné soucasné znazornili vedle sebe. Thned
vidime, Ze paralelni bublinkové t¥idéni pracuje v ¢ase ©(n) a potiebuje kvadraticky
pocet komparatort.

X1 W) T3 Xq Is

z1 €2 €3 Ty Z5

Y1 Y2 Ys Ya Ys

Y1 Y2 Y3 Ya Ys
Obr. 1.6: Bublinkové tfidéni Obr. 1.7: Skute¢ny prubéh vypoctu
Bitonické tfidéni
Nyni vybudujeme rychlejsi t¥idici algoritmus. Pdjdeme na néj mensi oklikou.

Nejdiive vymyslime sif, kterd bude umét t¥idit jenom néco — totiz bitonické po-
sloupnosti. Z ni pak odvodime obecné tridéni. Bez ijmy na obecnosti pfitom bude-
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me pfedpokladat, ze kazdé dva prvky na vstupu jsou navzajem rtzné a ze velikost
vstupu je mocnina dvojky.

Definice: Posloupnost xg, ..., x,_1 je ¢isté bitonickd, pokud ji mizeme rozdélit na né-
jaké pozici k na rostouci posloupnost g, . .., zx a klesajici posloupnost xy, ..., Tn_1.
Jak rostouci, tak klesajici ¢dst mohou byt prazdné ¢i jednoprvkové.

Definice: Posloupnost zy, . .., z,_1 je bitonickd, jestlize ji 1ze ziskat rotaci (cyklickym
posunutim) néjaké ¢isté bitonické posloupnosti. Tedy pokud existuje ¢islo j takové,
Ze posloupnost T, T(j41) mod ns - - s T(j4+n—1) mod n j€ Cisté bitonicka.

Definice: Separdtor vadu n je komparatorova sit S, se vstupy xo,...,T,_1 a vystu-
PY Yo, ---,Yn—1. Dostane-li na vstupu bitonickou posloupnost, vyda na vystup jeji
permutaci s nasledujicimi vlastnostmi:

® Yo, Yn/2-1 & Yn/2,-- - Yn—1 jsOu bitonické posloupnosti;
e y; <yj, kdykoliv 0 <i<n/2<j<n.

Jinak feceno, separator rozd€li bitonickou posloupnost na dvé polovi¢ni a navic jsou
v8echny prvky v prvni poloviné mensi nez vsechny v té druhé.

Lemma: Pro kazdé sudé n existuje separator S,, konstantni hloubky, slozeny z ©(n)
komparatori.

Diikaz tohoto lemmatu si nechdme na konec. Nejprve predvedeme, k ¢emu jsou
separatory dobré.

Definice: Bitonickd tiidicka Tddu n je komparatorova sit B, s n vstupy a n vystupy.
Dostane-li na vstupu bitonickou posloupnost, vyda ji setfidénou.

Lemma: Pro libovolné n = 2F existuje bitonicka ttidicka B, hloubky O(logn)
s ©(nlogn) komparatory.

Drikaz: Konstrukce bitonické t¥idicky je snadnd: nejprve separdtorem S, zadanou
bitonickou posloupnost rozdélime na dvé bitonické posloupnosti délky n/2, kazdou
z nich pak separatorem S,,/; na dvé casti délky n/4, atd., az ziskame jednoprvkové
posloupnosti ve spravném potradi. Celkem pouzijeme log n hladin, kazda hladina ma
konstantni hloubku a lezi na ni n/2 komparatori. ]

Obr. 1.8: Bitonické tfidicka Bg
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Bitonické tfidicky ndm nyni pomohou ke konstrukci t¥idicky pro obecné po-
sloupnosti. Ta bude zaloZena na tiidéni slévanim — nejprve se tedy musime naudit
slit dvé rostouci posloupnosti do jedné.

Definice: Slévacka Tddu n je komparatorova sit M, s 2 X n vstupy a 2n vystupy.
Dostane-li dvé setfidéné posloupnosti délky n, vyda setfidénou posloupnost vzniklou
jejich slitim.

Lemma: Pro n = 2" existuje slévacka M,, hloubky ©(logn) s ©(nlogn) komparato-

ry.
Diikaz: Staci jednu vstupni posloupnost obratit a ,,pfilepit* za tu druhou. Tim vznik-
ne bitonicka posloupnost, jiz setfidime bitonickou ttidickou Bsy,. ([l

o vz

Definice: Tridici sit vddu n je komparatorova sit 1), s n vstupy a n vystupy, kterd
pro kazdy vstup vyda jeho setfidénou permutaci.
Véta: Pro n = 2% existuje tifdici sit 7}, hloubky ©(log?n) slozena z ©(nlog®n)
komparatord.
Diikaz: Sit bude t¥idit slévanim, podobné jako algoritmus Mergesort z oddilu ??.
Vstup rozdélime na n jednoprvkovych posloupnosti. Ty jsou jisté setiidéné, takze je
slévackami M; mizeme slit do dvouprvkovych setfidénych posloupnosti. Na ty pak
aplikujeme slévacky Ma, My, ..., My, 2, aZ vSechny ¢asti slijeme do jedné, setiidéné.
Celkem provedeme log n krokt slévani, i-ty z nich obsahuje slévacky Myi-1 a ty,
jak uz vime, maji hloubku ©(7). Celkovy pocet vrstev tedy ¢ini ©(1+2+3+... +
logn) = O(log® n). Kazdy krok pfitom potiebuje ©(nlogn) komparatoril, coz davé

celkem ©(nlog® n) komparatori. O
SR SN SN SN SN ST S
L | [ | [ | [ M|
' ' ' '
| My || My |
' '
| My |

Obr. 1.9: Ttidicka Ty

Konstrukce separatoru

Zbyva dokazat, ze existuji slibené separatory konstantni hloubky. Vypadaji
prekvapivé jednoduse: pro i = 0,...,n/2 — 1 zapojime komparator se vstupy z;,
Titn/2, jehoZ minimum piivedeme na y; a maximum na y; ., /2.

Proc separator separuje? Nejprve predpokladejme, ze vstupem je ¢isté bitonicka
posloupnost. Ozna¢me m polohu maxima této posloupnosti; maximum bez Gjmy na
obecnosti lezi v prvni poloviné (jinak cely dikaz provedeme ,zrcadlové“). Oznacéme
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Lo T T2 T3 Tq Ts L6 T

Yo Y1 Y2 Ys Ya Ys Ye Y7

Obr. 1.10: Separator Sg

déle k nejmensi index, pro ktery komparator zapojeny mezi zy a x, /24, hodnoty
prohodi, tedy k& = min{i | z; > 2,24}

JelikoZ maximum je jedinecné, musi platit z,, > x,/o41m, takze k existuje
a navic plati 0 < k < m < n/2. Situace tedy odpovida obrézku

Nyni nahlédneme, ze pro i = k,...,n/2 — 1 uz komparétory vzdy prohazuji:
Plati z; > 2,944 (pro i > m je to vidét piimo, pro i < m je x; > T > Xy 244k)-
Ovsem x,, /241 > Ty 244, Protoze zbytek posloupnosti je klesajici.

Separator se tedy chova velice pfimocare: leva polovina vystupu vznikne sle-

penim rostouciho tseku zo,...,zx—1 s klesajicim tsekem /5 ,...,Tn—1; Pra-
vou polovinu tvoii spojeni klesajiciho tseku /9, .., Ty 2411, TOstouciho useku
Ty -, Tm—1 a klesajictho Gseku @y, ..., Ty 2_1.

Snadno ovéfime, Ze obé poloviny jsou bitonické: ta prvni je dokonce ¢isté bito-
nicka, druhou lze na cisté bitonickou zrotovat diky tomu, Ze T, /2_1 > Ty /2.

Zbyvé dokéazat, ze leva polovina je mensi nez prava. Zda se to byt ziejmé
z obrazku: k¥ivku rozkrojime vodorovnou teckovanou linkou a ¢asti preskladame.
Jenze nesmime zapominat, Ze xy a x, /o4 jsou riizné prvky, takze teckovana linka
neni ve skutecnosti vodorovna.

Provedme podobnou tvahu precizné: Levou polovinu rozdélime na rostouci
cast Lo = mo,...,7p—1 a klesajici ¢ast L = z,/24k,...,%Tn—1; podobné pravou
na Pc = Tp,...,Tm-1 3 P> = Ty, Tyjagr—1 (ve vystupu prvky lezi v jiném
poradi, ale to ted nevadi). Tyto ¢asti nyni porovname:

® [, < P.: obé ¢asti pavodneé tvorily jeden spoleény rostouci tusek;

¢ Lo <Ps:maxLo =axp1 < Tpjapp—1 = min Ps (kdyby neplatila
prostiedni nerovnost, mohli bychom snizit k);

¢ L. <PoimaxLs =my,/041 < T = min Pc;

® [~ < P.: obé ¢asti ptivodné tvorily jeden spole¢ny klesajici tisek.

Dopliime, co se stane, pokud vstup neni ¢isté bitonicky. Zde vyuzijeme toho,
ze separator je symetricky, tudiz zrotujeme-li jeho vstup o p pozic, dostaneme o p

pozic zrotované i obé poloviny vystupu. Podle definice ovSem pro kazdou bitonickou
posloupnost existuje jeji rotace, kterd je Cisté bitonicka, a pro niz, jak uz vime,
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Obr. 1.11: Tlustrace ¢innosti separatoru

separator funguje. Takze pro necistou bitonickou posloupnost musi vydat vysledek
pouze zrotovany, coZ na jeho spravnosti nic neméni. O

Shrnuti

Nalezli jsme paralelni t¥idici algoritmus o ¢asové slozitosti © (log?® n), ktery vyu-
7iva ©(nlog? n) komparéatori.. Dodejme, Ze jsou zndmé i t¥idici sit& hloubky ©(logn),
ale jejich konstrukce je mnohem komplikovanéjsi a dava obrovské multiplikativni
konstanty, jez brani praktickému pouziti.

Z dolniho odhadu slozitosti tfidéni v oddilu ?? navic plyne, ze logaritmicky po-
éet hladin je nejnizsi mozny. Mame-li totiz libovolnou t¥idici sif hloubky A, mtzeme
ji simulovat po hladinach a ziskat tak sekvencni tfidici algoritmus. Jelikoz na kaz-
dé hladiné mtize lezet nejvyse n/2 kompardtorii, nas algoritmus provede maximalné
hn/2 porovnéni. Uz jsme nicméné dokézali, Ze pro kazdy t¥idici algoritmus existuji
vstupy, na kterych porovnd (nlogn)-krat. Proto h = Q(logn).

Cviceni
1. Jak by vypadala komparatorova sit pro tiidéni vkladénim? Jak se bude jeji
prubéh vypoctu lisit od paralelniho bublinkového tifidéni?

2. Navrhnéte komparatorovou sit pro hledani maxima: dostane-li n prvki, vyda
takovou permutaci, v niz bude posledni hodnota nejvétsi.

3. Navrhnéte komparatorovou sit pro zatfidéni prvku do set¥idéné posloupnosti:
dostane (n — 1)-prvkovou set¥idénou posloupnost a jeden prvek navic, vyda
setfidénou permutaci.

4. Ukazte, jak kompardtorovou sif pielozit na booleovsky obvod. Kazdy prvek
abecedy X reprezentujte ¢islem o b = [log, |X|] bitech a pomoci cviéeni [L.2.2
sestrojte komparatory o O(logb) hladinach.

5. Upravte algoritmus bitonického t¥idéni, aby fungoval i pro vstupy, jejichz délka
neni mocninou dvojky.
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Dokazte nula-jednickovy princip: pro ovéfeni, ze komparatorova sit t¥idi vSechny
vstupy, ji postaci otestovat na vSech posloupnostech nul a jednicek.

Batcherovo tridéni: Stejné slozitosti paralelniho tfidéni lze také dosdhnout na-
sledujicim rekurzivnim algoritmem pro slévani setiidénych posloupnosti:

Procedura BMERGE

Vstup: Setfidéné posloupnosti (zo, ..., Zn-1) & (Yo, - -, Yn—1)
1. Je-li n <2, vyfesime trividlné.
2. (ag,...,an—1) < BMERGE((z0, Z2,...,Zn—2), (Y0, Y2y - - Yn—2))
3. (bo,...,bp—1) < BMERGE((%1,23,...,Tn—1), (Y1,Y3s -+ Yn—1))
Viystup: (ag, min(aq,bg), max(ay, bp), min(as, by ), max(az,b1),...,bn-1)

Pomoci predchoziho cviceni dokazte, ze tato procedura funguje. Zapiste tento
algoritmus ve formé t¥idici sité.
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