1. Zakladni grafové algoritmy

Teorie grafd, jak ji zname z diskrétni matematiky, ndm déava elegantni néastroj
k popisu situaci ze skutecného i matematického svéta. Diky tomu dovedeme riizné
praktické problémy prekladat na otazky tykajici se grafii. To je zajimavé i samo o so-
bé, ale jak uvidime v této kapitole, casto diky tomu mizeme snadno prijit k rychlému
algoritmu.

V celé kapitole budeme pro grafy pouzivat nasledujici znaceni:

Definice:

e G je graf, se kterym pracujeme (orientovany nebo neorientovany).

® V je mnozina vrcholl tohoto grafu, £ mnozina jeho hran.

® 1, znaci pocet vrcholt, m pocet hran.

® ywv oznacuje hranu z vrcholu u do vrcholu v. Pokud pracujeme s ori-
entovanym grafem, je to formalné usporddand dvojice (u,v); v ne-
orientovaném grafu je to dvouprvkovd mnozina {u,v}.

® Naslednici vrcholu v budou vrcholy, do kterych z v vede hrana.
Analogicky z predchidct vede hrana do v. V neorientovaném gra-
fu tyto pojmy splyvaji. Pfedchidcim a nasledniktim dohromady
fikdme sousedé vrcholu v.

e Stupen deg(v) vrcholu v udévéa pocet jeho sousedii, vstupni stupen
deg™ (v) resp. vystupni stupeni deg®*(v) udavé pocet piedchidci
resp. naslednikd vrcholu v.

e Nékdy budeme uvazovat téz multigrafy, v nichz mohou byt dva vr-
choly spojeny vice paralelnimi hranami, pfipadné mohou existovat
smycky spojujici vrchol s nim samym.

Ctenéie, ktefi se dosud s teorii graffi nesetkali, odkazujeme na knihu Kapitoly
z diskrétni matematiky [?].

1.1. Par grafi ivodem

Pojdme se nejprve podivat, jak se daji praktické problémy modelovat pomoci
grafu.

Bludisté na ¢tvereckovaném papife: vrcholy jsou ¢tverecky, hranou jsou spojené
sousedni ¢tverecky, které nejsou oddélené zdi. Je prirozené ptat se na komponenty
souwvislosti bludisté, coz jsou rizné ,mistnosti*, mezi nimiz nelze ptejit (alesponl bez
prokopéani né&jaké zdi). Pokud jsou dva ¢tverecky v téze mistnosti, chceme mezi nimi
hledat nejkratsi cestu.

Mapa mésta je podobna bludisti: vrcholy odpovidaji kfizovatkdam, hrany ulicim
mezi nimi. Hrany se hodi ohodnotit délkami ulic nebo ¢asy potfebnymi na prijezd;
pak nas opét zajimaji nejkratsi cesty. Kdyz méstecko zapada snéhem, minimdini
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Obr. 1.1: Bludisté a jeho graf
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Obr. 1.2: Mapa a jeji graf

kostra grafu ndm fekne, které silnice chceme prohrnout jako prvni. Mosty a artikulace
(hrany resp. vrcholy, po jejichz odebrani se graf rozpadne) maji také sviyj pFirozeny
vyznam. Pokud jsou ve mésté jednosmérky, budeme uvazovat o orientovaném grafu.

Hlavolam ,,patnactka“: v krabicce velikosti 4 x 4 je 15 o€islovanych jednotko-
vych ¢tvereckl a jedna jednotkova dira. Jednim tahem smime do diry pfesunout
libovolny ¢tverecek, ktery s ni sousedi; matematik by spi$ fekl, Ze muzeme diru
prohodit se sousedicim ¢tvereckem.

Opét se hodi graf: vrcholy jsou konfigurace (moZzné rozmisténi étverecka a diry
v krabi¢ce) a hrany popisuji, mezi kterymi konfiguracemi jde pfejit jednim tahem.
Tato konstrukce funguje i pro dalsi hlavolamy a hry a obvykle se ji fikd stavovy
prostor hry. Obecné vznikne orientovany graf, ale zrovna u patnactky ke kazdému
moznému tahu existuje i tah opacny.

Seherezadino &islo 1001 je zajimavé napiiklad tim, Ze je nejmensim nasobkem
sedmi, jehoz desitkovy zapis sestava pouze z nul a jednicek. Co kdybychom obecné
hledali nejmensi nasobek néjakého ¢isla k tvofeny jen nulami a jednickami?

Zatim vyfesime jednodussi otazku: spokojime se s libovolnym nasobkem, ne
tedy nutné nejmensim.

Predstavme si, ze takové ¢islo vytvarime postupnym pfipisovanim cislic. Za-
¢neme jednickou. Kdykoliv pak mame néjaké Cislo x, umime z néj vytvofit Cisla
20 = 102 a 1 = 10z + 1. Vsimejme si zbytkt po déleni ¢islem k:

(20) mod k = (10z) mod k = (10 - (z mod k)) mod k,
(1) mod k = (10z + 1) mod k = (10 - (x mod k) + 1) mod k.

2 2017-05-18



A
\

9(6|11(12
1310|1415

(%3
~
o
ot
~
o)
ot
~
o)

\J

9(6|11]12 9116|1112 9116|1112
13|10|14(15) 1310|1415 1310|1415

M)
w
i

9 1112
13(10|14(15

y

Obr. 1.3: Cast stavového grafu patnactky

Ejhle: novy zbytek je jednoznac¢né urcen predchozim zbytkem.

V feci zbytkl tedy zacindame s jednickou a chceme ji pomoci uvedenych dvou
pravidel postupné pretransformovat na nulu. To je preci grafovy problém: vrcholy
jsou zbytky 0 az k — 1, orientované hrany odpovidaji nasim pravidlim a hledame
cestu z vrcholu 1 do vrcholu 0.

Obr. 1.4: Graf zbytkta pro k = 7. Tenké cary pfipisuji 0, tucné 1.

Cviceni
1. Kolik nejvyse vrcholi a hran mé graf, kterym jsme popsali bludisté z n x n
¢tverecku? A kolik nejméné?

2. Kolik vrcholt a hran mé graf patnactky? Vejde se do paméti vaseho pocitace?
Jak by to dopadlo pro mensi verzi hlavolamu v krabic¢ce 3 x 37

3* Kolik mé graf patnactky komponent souvislosti?
4. Kolik vrcholti a hran mé graf Seherezadina problému pro dané k?

5* Dokazte, ze Seherezadin problém je pro kazdé k > 0 FeSitelny.
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6* Jakému grafovému problému by odpovidalo hledani nejmensiho ¢isla z nul a jed-
nicek délitelného k7 Pokud vas napadla nejkratsi cesta, jesté chvili pfemyslejte.

1.2. Prohledavani do Sirky

Zakladnim stavebnim kamenem vétSiny grafovych algoritmi je néjaky zptsob
prohleddvani grafu. Tim myslime postupné prochézeni grafu po hranach od urcité-
ho pocatecniho vrcholu. Moznych zptisobt prohledavani je vic, zatim ukadZeme ten
nejjednodussi: prohleddvdni do $irky. Casto se mu ¥ika zkratkou BFS z anglického
breadth-first search.

Na vstupu dostaneme kone¢ny orientovany graf a po¢atecni vrchol vy. Postupné
nachézime nasledniky vrcholu vy, pak nasledniky téchto nasledniki, a tak dale, az
objevime v8echny vrcholy, do nichz se da z vy dojit po hranich. Obrazné feceno, do
grafu nalijeme vodu a sledujeme, jak postupuje vlna.

Béhem vypoctu rozlisujeme tii mozné stavy vrcholi:
® Nenalezené — to jsou ty, které jsme na své cesté grafem dosud ne-
potkali.
e (Otevrené — o téch uz vime, ale jesté jsme neprozkoumali hrany, které
z nich vedou.

® [zavrené — uz jsme prozkoumali i hrany, takze se takovymi vrcholy
nemusime nadale zabyvat.

Na pocatku vypoctu tedy chceme prohlasit vy za otevieny a ostatni vrcholy za
nenalezené. Pak vy uzavieme a otevieme vSechny jeho nésledniky. Poté prochazime
tyto nésledniky, uzavirame je a otevirdme jejich dosud nenalezené nasledniky. A tak
déle. Oteviené vrcholy si pritom pamatujeme ve fronte, takze pokazdé zavieme ten
z nich, ktery je otevieny nejdéle.

Nasleduje zapis algoritmu v pseudokédu. Pomocna pole D a P budou hrat svou
roli pozdé&ji (v oddilu E), zatim muzete vSechny operace s nimi preskocit — chod
algoritmu evidentné neovliviiuji.

Algoritmus BFS (prohledavéni do sitky)
Vstup: Graf G = (V, E) a pocateéni vrchol vy € V

Pro v8echny vrcholy v:

—_

stav(v) < nenalezeny
D(v) =0, P(v) <0
stav(vg) < otevieny
D(’Uo) ~—0
Zalozime frontu () a vlozime do ni vrchol vg.
Dokud je fronta ) neprazdna:
Odebereme prvni vrchol z @ a oznac¢ime ho v.

© NSO W

Pro vSechny nésledniky w vrcholu v:
Je-li stav(w) = nenalezeny:

H
e
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11. stav(w) < otevieny

12. D(w) < D(v) +1, P(w) < v
13. Pfidame w do fronty Q.
14. stav(v) + uzavieny

Nyni dokaZzeme, Ze BF'S skutec¢né déla to, co jsme planovali.
Lemma: Algoritmus BF'S se vzdy zastavi.

Diikaz: Vnitini cyklus je evidentné kone¢ny. V kazdém prichodu vnéjsim cyklem
uzavieme jeden otevieny vrchol. Jednou uzavieny vrchol uz ale svij stav nikdy
nezmeéni, takze vnéjsi cyklus probéhne nejvyse tolikrat, kolik je vSech vrchold. O

Definice: Vrchol v je dosazitelny z vrcholu u, pokud v grafu existuje cesta z u do v.

Poznamka: Cesta se obvykle definuje tak, Ze se na ni nesmi opakovat vrcholy ani hra-
ny. Na dosazitelnosti se samoziejmé nic nezméni, pokud budeme misto cest uvazovat
sledy, na nichz je opakovani povoleno:

Lemma: Pokud z vrcholu u do vrcholu v vede sled, pak tam vede i cesta.

Diikaz: Ze vsech sled z u do v vybereme ten nejkratsi (co do po¢tu hran) a na-
hlédneme, zZe se jednd o cestu. Vskutku: kdyby se v tomto sledu opakoval néjaky
vrchol ¢, mohli bychom c¢ast sledu mezi prvni a posledni navstévou ¢ ,vystfihnout*
a ziskat tak sled o jesté mensSim poc¢tu hran. A pokud se neopakuji vrcholy, nemohou
se opakovat ani hrany. O

Lemma: Kdyz algoritmus dobéhne, vrcholy dosazitelné z vy jsou uzavrené a vSechny
ostatni vrcholy nenalezené.

Diikaz: Nejprve si uvédomime, Ze kazdy vrchol budto po celou dobu béhu algoritmu
zustane nenalezeny, nebo se nejprve stane otevienym a pozdéji uzavienym. Formalné
bychom to mohli dokazat indukci podle poctu iteraci vnéjsiho cyklu.

Dale nahlédneme, Ze kdykoliv néjaky vrchol w otevieme, musi byt dosazitelny
z vg. Opét indukei podle poctu iteraci: na po¢atku je otevieny pouze vrchol vg sam.
Kdykoliv pak otevirdme néjaky vrchol w, stalo se tak proto, ze do néj vedla hrana
z pravé uzaviraného vrcholu v. Pfitom podle indukéniho pfedpokladu existuje sled
z vg do v. ProdlouZime-li tento sled o hranu vw, vznikne sled z vg do w, takze i w
je dosazitelny.

Zbyvé dokéazat, ze se nemohlo stat, ze by algoritmus néjaky dosazitelny vrchol
neobjevil. Pro spor predpokladejme, ze takové ,Spatné“ vrcholy existuji. Vybereme
z nich vrchol s, ktery je k vy nejblizsi, tedy do kterého vede z vy sled o nejmensim
mozném poctu hran. Jelikoz sam vy neni $patny, musi existovat vrchol p, ktery je
na sledu pfedposledni (z p do s vede posledni hrana sledu).

Vrchol p také nemize byt Spatny, protoze jinak bychom si jej vybrali misto s.
Tim padem ho algoritmus nalezl, oteviel a ¢asem i zaviel. Pfi tomto zavirani ovSsem
musel prozkoumat vSechny sousedy vrcholu p, tedy i vrchol s. Neni proto mozné,
aby s unikl otevfeni. O
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1.3. Reprezentace grafu

U algoritmu na prohledavani grafu do siiky jsme zatim nerozebrali ¢asovou
a pamétovou slozitost. Neni divu: algoritmus jsme popsali natolik abstraktné, ze vii-
bec neni jasné, jak dlouho trvéa nalezeni vSech naslednikt vrcholu. Nyni tyto detaily
doplnime.

Predevsim se musime rozhodnout, jak grafy reprezentovat v paméti pocitace.
Obvykle se pouzivaji nasledujici zpisoby:

Matice sousednosti. Vrcholy ocislujeme od 1 do n, hrany popiseme matici n x
n, kterd ma na pozici 4, jednicku, je-li ¢ hrana, a jinak nulu. Jednic¢ky v i-tém
radku tedy odpovidaji naslednikim vrcholu 7, jednic¢ky v j-tém sloupci predchtidciim
vrcholu j. Pro neorientované grafy je matice symetricka.

0123456789

0101000001
0011000000
0000000000
0000100000
0000000000
0001000000
1001000100
0000000000
0000001000
0000001000

OO0 NP WNFO

Obr. 1.5: ,Prasatko“ a jeho matice sousednosti

Vyhodou této reprezentace je, ze dovedeme v konstantnim Case zjistit, zda jsou
dva vrcholy spojeny hranou. Vyjmenovani hran vedoucich z daného vrcholu trva
O(n). Matice zabere prostor ©(n?).

Lepsich parametri obecné nemuzeme dosdhnout, protoze sousedti muze byt
az n — 1 a vSech hran az faddové n?. Casto ale pracujeme s Fidkymi grafy, tedy
takovymi, které maji méné nez kvadraticky hran. Potkavame je necekané Casto —
fidké jsou napriklad vSechny rovinné grafy, ¢ili i stromy. Pro né se bude 1épe hodit
nasledujici reprezentace.

Seznamy sousedu. Vrcholy opét ocislujeme od 1 do n. Pro kazdy vrchol ulozime
seznam Cisel jeho néaslednikti. Presnéji feceno, poridime si pole S, jehoZ i-ty prvek
bude ukazovat na seznam néaslednikt vrcholu i. V neorientovaném grafu zaradime
hranu ij do seznami S[é] i S[j].

0:1,3,9
5

1 2,3 2 4:
.3 0,3

1: 3:4
6: 7 7 8: 6 9: 6

)

Obr. 1.6: Seznamy nasledniki pro prasatkovy graf
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Vyjmenovani hran tentokrat stihneme linearné s jejich poétem. Cela reprezen-
tace zabird prostor ©(n + m). OvSem test existence hrany ij se zpomalil: musime
projit vSechny nasledniky vrcholu 3.

Casto se pouzivaji riizné rozsifeni této reprezentace. Napiiklad miiZzeme pfidat
seznamy predchidcid, abychom uméli vyjmenovavat i hrany vedouci do daného vr-
cholu. Také miuzeme ¢isla vrcholti nahradit ukazateli, pole seznamem a ziskat tak
moznost graf za béhu libovolné upravovat. Pro neorientované grafy se pak hodi, aby
byly oba vyskyty téze hrany navzijem propojené.

Komprimované seznamy sousedii. Pokud chceme Setfit paméti, mize se ho-
dit zkomprimovat seznamy naslednikt (¢i vSech sousedt) do poli. Pofidime si pole
S[1...m], ve kterém budou za sebou naskladani nejdiive vSichni néslednici vrcho-
lu 1, pak néslednici dvojky, atd. Navic zalozime ,rejstiik* — pole R[1...n|, jehoZ i-ty
prvek ukazuje na prvniho néaslednika vrcholu ¢ v poli S. Pokud navic dodefinujeme
R[n+ 1] = m+ 1, bude vzdy platit, Ze naslednici vrcholu ¢ jsou v S na pozicich R[]
az R[i+1] — 1.

~
Ju—
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Obr. 1.7: Komprimované seznamy naslednikt pro prasatkovy graf

Tim jsme uSet¥ili ukazatele, coZ sice asymptotickou pamétovou sloZitost ne-
zménilo, ale pfesto se to u velkych graft mize hodit. Zakladni operace jsou fadové
stejné rychlé jako pfed kompresi, ovsem zkomplikovali jsme jakékoliv tpravy grafu.

Matice incidence. Casto v literatufe narazime na dalsi maticovou reprezentaci
grafi. Jedna se o matici tvaru n x m, jejiz fadky jsou indexovany vrcholy a sloupce
hranami. Sloupec, ktery popisuje hranu ij, mé v i-tém radku hodnotu —1, v j-tém
fadku hodnotu 1 a vSude jinde nuly. Pro neorientované grafy se znaménka budto
voli libovolné, nebo jsou obé kladna.

Tato matice hraje pozoruhodnou roli v diikazech rtznych vét na pomezi teorie
graf a linedrni algebry (napfiklad Kirchhoffovy véty o poéitani koster grafu pomoci
determinantti). V algoritmech se ovSem nehodi — je obrovskd a vSechny zakladni
grafové operace jsou s ni pomalé.

Vratme se nyni k prohledévéni do $itky. Pokud na vstupu dostane graf repre-
zentovany seznamy sousedi, o jeho ¢asové sloZitosti plati:

Lemma: BFS dobéhne v ¢ase O(n + m) a spotiebuje pamét ©(n + m).

Diikaz: Inicializace algoritmu (kroky 1 az [ trva O(n). Jelikoz kazdy vrchol uza-
vieme nejvyse jednou, vnéjsi cyklus probéhne nejvyse n-krat. Pokazdé spotiebuje
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konstantni ¢as na svou rezii a navic konstantni cas na kazdého nalezeného nasledni-
ka. Celkem tedy O(n + ), d;), kde d; je pocet nasledniki vrcholu i. Tato suma je
rovna poctu hran.

(Také si miZeme predstavovat, Ze algoritmus zkouméa vrcholy i hrany, obo-
ji v konstantnim c¢ase. Kazdou hranu pfitom prozkoumé v okamziku, kdy uzavird
vrchol, z néjz tato hrana vede, ¢ili pravé jednou.)

Pamét jsme potiebovali na reprezentaci grafu, linedrné velkou frontu a linedrné
velka pole. O

Cviceni

1. Jak reprezentovat multigrafy s ndsobnymi hranami a smyckami?

2. Jakou ¢asovou slozitost by BFS mélo, pokud bychom graf reprezentovali matici
sousednosti?

3. Navrhnéte reprezentaci grafu, ktera bude efektivni pro ridké grafy, a pfitom
dokaze rychle testovat existenci hrany mezi zadanymi vrcholy.

4. Jeli A matice sousednosti grafu, co popisuje matice A2? A co AF? (Mocniny
matic definujeme takto: A’ = A, ATt = AFA))

5% Na zdkladé predchoziho cviceni vytvoite algoritmus, ktery pomoci O(logn) na-
sobeni matic spocitd matici dosaZitelnosti. To je nula-jednickovd matice A*,
v niz Aj; = 1 pravé tehdy, kdyZz z i do j vede cesta. Jesté lepsi casové slozitosti
muzete dosdhnout nasobenim matic pomoci Strassenova algoritmu z oddilu ?7?.

6. Je-li I matice incidence grafu, co popisuji matice ITT a IIT?

1.4. Komponenty souvislosti

Jakmile umime prohledavat graf, hned dokdzeme odpovidat na nékteré jed-
noduché otazky. Napiiklad umime snadno zjistit, zda zadany neorientovany graf je
souvisly: vybereme si libovolny vrchol a spustime z néj BFS. Pokud jsme navstivili
vSechny vrcholy, graf je souvisly. V opacném pfipad€ jsme prosli celou jednu kom-
ponentu souvislosti. K nalezeni ostatnich komponent staci opakované vybirat dosud
nenavstiveny vrchol a spoustét z néj prohledavani.

Nasleduje pseudokdd algoritmu odvozeny od BFS a mirné zjednoduseny: zby-
te¢né neinicializujeme vrcholy vicekrat a nerozliSujeme mezi otevienymi a uzavie-
nymi vrcholy. Misto toho udrzujeme pole C, které o navstivenych vrcholech rika,
do které komponenty patii; komponentu pritom identifikujeme nejmensim cislem
vrcholu, ktery v ni lezi.

Algoritmus KOMPONENTY
Vstup: Neorientovany graf G = (V, E)

1. Pro vSechny vrcholy v polozime C(v) + nedefinovdno.
2. Pro vSechny vrcholy u postupné provadime:
3. Je-li C(u) nedefinovdno: < novd komponenta, spustime BFS
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C(u) «+u
Zalozime frontu () a vlozime do ni vrchol .
Dokud @ neni prazdna:
Odebereme prvni vrchol z @ a oznac¢ime ho v.
Pro vSechny nasledniky w vrcholu v:
Pokud C(w) neni definovano:
10. C(w) + u
11. Pfiddme w do fronty Q.
Vystup: Pole C' pfifazujici vrcholiim komponenty

© 0N

Korektnost algoritmu je zfejmé. Pro rozbor slozitosti oznac¢me n; a m; pocet
vrcholtl a hran v i-té nalezené komponenté. Prohledani této komponenty trva ©(n; +
m;). Kromé toho algoritmus provadi inicializaci a hled4d dosud neoznac¢ené vrcholy,
coz se oboji tyka kazdého vrcholu jen jednou. Celkové tedy spotfebuje ¢as O(n +
> i(ni +m;)), coz je rovno O(n + m), nebot kazdy vrchol i hrana lezi v pravé jedné
komponenté. Paméti potfebujeme ©(n) navic k reprezentaci grafu.

Cviceni
1. Navrhnéte algoritmus, ktery v ¢ase O(n+m) zjisti, zda zadany graf je bipartitni.

Tak se tika graftim, jejichz vrcholy lze rozdélit na dvé mnoziny tak, aby koncové
vrcholy kazdé hrany pattily do rdznych mnozin.

1.5. Vrstvy a vzdalenosti

Z prubéhu prohledavani do sitky lze zjistit spoustu dalSich zajimavych infor-
maci o grafu. K tomu se budou hodit pomocna pole D a P, jez jsme si uz v algoritmu
prichystali.

Predevsim miizeme vrcholy rozdélit do vrstev podle toho, v jakém poradi je
BFS prochazi: ve vrstvé Vy bude lezet vrchol vy a kdykoliv budeme zavirat vrchol
z vrstvy Vi, jeho otevirané nasledniky umistime do V1. Algoritmus ma tedy v kaz-
dém okamziku ve fronté vrcholy z néjaké vrstvy Vi, které postupné uzavira, a za
nimi pfibyvaji vrcholy tvorici vrstvu Viq1.

Vo Wi Vo Vs

Obr. 1.8: Vrstvy pii prohledavani grafu z obr. E do Sitky
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Lemma: Je-li vrchol v dosazitelny, pak lezi v néjaké vrstvé Vj, a ¢islo D(v) na konci
vypoctu je rovno k. Navic pokud v # vy, pak P(v) je n&jaky predchtdce vrcholu v
lezici ve vrstvé Vj_1. Tim pddem v, P(v), P(P(v)), ..., vo tvoii cestu z vy do v
(zapsanou pozpéatku).

Diikaz: Vse provedeme indukci podle pocétu kroki algoritmu. Vyuzijeme toho, ze
D(v) a P(v) se nastavuji v okamziku uzavieni vrcholu v a pak uz se nikdy nezméni. [

Cisla vrstev maji ovéem zasadnéjsi vyznam:

Lemma: Je-li vrchol v dosazitelny z vy, pak na konci vypoctu D(v) udava jeho
vzdalenost od vg, mérenou poc¢tem hran na nejkratsi cesté.

Diikaz: Oznacme d(v) skuteénou vzdalenost z vy do v. Z predchoziho lemmatu vime,
7e z vg do v existuje cesta délky D(v). Proto D(v) > d(v).

Opacnou nerovnost dokadzeme sporem: Necht existuji vrcholy, pro které je
D(v) > d(v). Takovym budeme opét fikat $patné vrcholy a vybereme z nich vr-
chol s, jehoz skutecné vzdélenost d(s) je nejmensi.

Uvazime nejkratsi cestu z vg do s a pfedposledni vrchol p na této cesté. Jelikoz
d(p) = d(s) — 1, musi p byt dobry (viz téz cviceni [, takze D(p) = d(p). Nyni
zaostfeme na okamzik, kdy algoritmus zavira vrchol p. Tehdy musel objevit vrchol s
jako néaslednika. Pokud byl v tomto okamziku s dosud nenalezeny, musel padnout
do vrstvy d(p) + 1 = d(s), coZ je spor. Jenze pokud uz byl otevieny nebo uzavieny,
musel dokonce padnout do néjaké diivejsi vrstvy, coz je spor tim spis. O

Strom prohledavani a klasifikace hran

Vrstvy vypovidaji nejen o vrcholech, ale také o hranach grafu. Je-li ij hrana,
rozlisime nasledujici moznosti:

® D(j) < D(i) — hrana vede do nékteré z minulych vrstev. V okamzi-
ku uzavirani ¢ byl j uz uzavieny. Takovym hrandm budeme fikat
Zpétné.

e D(j) = D(i) — hrana vede v rdmci téze vrstvy. V okamziku uza-
virani 7 byl j budto uzavieny, nebo jesté otevieny. Tyto hrany se
nazyvaji pricne.

e D(j) = D(i) + 1 — hrana vede do néasledujici vrstvy (pov§imnéte si,
ze nemuze zadnou vrstvu preskocit, protoze by neplatila trojuhel-
nikova nerovnost pro vzdalenost).

® Pokud pfi uzaviréani ¢ byl j dosud nenalezeny, tak jsme j
pravé otevieli a nastavili P(j) = . Tehdy budeme hrané ij
fikat stromowvd a za chvili prozradime, proc.

® V opac¢ném piipadé byl j otevieny a hranu prohlasime za
doprednou.

Lemma: Stromové hrany tvorii strom na vsech dosazitelnych vrcholech, orientovany
smérem od korfene, jimz je vrchol vg. Cesta z libovolného vrcholu v do vy v tomto
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stromu je nejkratsi cestou z vy do v v puvodnim grafu. Proto se tomuto stromu fika
strom nejkratsich cest.

Diikaz: Graf stromovych hran musi byt strom s kofenem v, protoze vznika z vr-
cholu vy postupnym pridavanim listi. Na kazdé hrané pritom roste ¢islo vrstvy o 1
a jak uz vime, cisla vrstev odpovidaji vzdalenostem, takze cesty ve stromu jsou
nejkratsi. O

Dodejme jesté, ze stroma nejkratsich cest miize pro jeden graf existovat vicero
(ani nejkratsi cesty samotné nejsou jednoznacéné urcené, pouze vzdalenosti). Kazdy
takovy strom je ovsem kostrou prohledavaného grafu.

Pozorovani: V neorientovanych grafech BFS potka kazdou dosazitelnou hranu dva-
krat: budto poprvé jako stromovou a podruhé jako zpétnou, nebo nejdiive jako
dopfednou a pak jako zpétnou, anebo v obou pripadech jako pfi¢nou. Tim padem
nemohou existovat zpétné hrany, které by se vracely o vic nez jednu vrstvu.

Nyni pojdme vSe, co jsme zjistili o algoritmu BF'S, shrnout do nasledujici véty:
Véta: Prohledavani do §itky dobéhne v ¢ase O(n+m) a spotiebuje prostor ©(n+m).
Po skonceni vypoctu popisuje pole stav dosazitelnost z vrcholu vy, pole D obsahuje
vzdalenosti od vrcholu vy a pole P kéduje strom nejkratsich cest.

Cvicéeni
1. Upravte BFS tak, aby pro kazdy dosazitelny vrchol zjistilo, kolik do néj vede
nejkratsich cest z pocatecniho vrcholu. Zachovejte lineadrni ¢asovou slozitost.

2.V dtikazu lemmatu o vzdalenostech jsme povazovali za samoziejmost, Zze usek-
neme-li nejkratsi cestu z vy do s v néjakém vrcholu p, zbude z ni nejkratsi cesta
z vg do p. Jinymi slovy, prefix nejkratsi cesty je zase nejkratsi cesta. Dokazte
formalné, Ze je to pravda.

3. BFS v kazdém okamziku zavird nejstarsi otevieny vrchol. Jak by se chova-
lo, kdybychom vybirali otevieny vrchol podle néjakého jiného kritéria? Ktera
z dokazanych lemmat by stéle platila a ktera ne?

4. Na jisté sachovnici zil kulhavy kuan. To je zvlastni Sachova figurka, ktera v sudych
tazich tahne jako jezdec, v lichych jako pésec. Vymyslete algoritmus, ktery z jed-
noho zadaného policka dokulhd na druhé na nejmensi mozny pocet tahu.

5.  Méjme mapu Manhattanu: ¢tvereckovany papir, kiizeni ¢ar odpovidaji kiizo-
vatkam, tsecky mezi nimi jednotlivym streets a avenues, z nichz nékteré jsou
neprujezdné kvili dopravni zacpé. Zrovna se nam v jedné ulici porouchalo au-
to a nyni dovede pouze jezdit rovné a odbocovat doprava. Naleznéte nejkratsi
cestu do servisu (na zadanou kiizovatku).

6. Hrdina Théseus se vypravil do hlubin labyrintu a snazi se najit poklad. Chod-
bami labyrintu se ovSem pohybuje hladovy Mindtauros a snazi se najit Thésea.
Labyrint mé tvar ¢tvercové sité, jejiz kazdé policko je budto volné prostranstvi,
anebo zed. Zname mapu labyrintu a pocatecni polohy Thésea, Mindtaura a po-
kladu. Théseus se v jednom tahu pohne na vybrané sousedni policko. Poté se
vzdy dvakrat pohne o policko Mindtauros: pokazdé se pokusi zmensit o 1 rozdil
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své a Théseovy z-ové soufadnice, pokud to nejde, pak y-ové, pokud nejde ani
to, stoji. Poradte Théseovi, jak méa dojit k pokladu a vyhnout se Mindtaurovi.

Koupili jste na inzerat dvojici skvélych robotti. Lacino, nebot jsou pravé uvéz-
néni v bludisti (¢tvercova sif s nékterymi policky blokovanymi). Znéte jejich
polohy a miiZete jim radiem vysilat povely pro posun o policko na sever, jih,
vychod ¢i zapad, abyste je dostali na okraj bludisté. Hacek je ale v tom, ze
na kazdy povel reaguji oba roboti. Vymyslete algoritmus, ktery najde nejkratsi
posloupnost poveltl, jez vysvobodi oba roboty. Dodejme jesté, Ze robot ignoruje
povel, ktery by zptsobil okamzity naraz do zdi, a ze jakmile se robot dostane
na okraj, odchytime ho a dalsi povely neposloucha.

Poznamenejme, Ze tloha by byla fesitelna i tehdy, kdybychom pocatec¢ni po-
lohy roboti neznali. To je ovSem mnohem obtiznéjsi a potifebnda ,univerzalni

posloupnost povelid“ mnohem delsi.

1.6. Prohledavani do hloubky

Dalsim dtlezitym algoritmem k prochézeni grafi je prohleddvani do hloubky,

anglicky depth-first search ¢ili DFS. Je zalozeno na podobném principu jako BF'S, ale
vrcholy zpracovava rekurzivné: kdykoliv narazi na dosud nenalezeny vrchol, otevie
ho, zavola se rekurzivné na vSechny jeho dosud nenalezené nasledniky, nacez ptivodni
vrchol zavie a vrati se z rekurze.

Algoritmus opét zapiSeme v pseudokédu a rovnou ho doplnime o pomocnéa pole

in a out. Do nich zaznamename, v jakém potradi jsme vrcholy otevirali a zavirali.

Algoritmus DF'S (prohledavani do hloubky)
Vstup: Graf G = (V, E) a poc¢atecni vrchol vy € V

1. Pro vSechny vrcholy v:

2. stav(v) < nenalezeny
3. in(v), out(v) < nedefinovdino
4. T+ 0 < globdlni pocitadlo kroki

5. Zavolame DFS2(vy).

Procedura DFS2(v)

1. stav(v) + otevieny
T+ T+1,in(v)«T
Pro vSechny nasledniky w vrcholu v:
Je-li stav(w) = nenalezeny, zavolame DFS2(w).
stav(v) « uzavieny
T+ T+1, out(v) « T

S G N

Rozbor algoritmu povedeme podobné jako u BFS.

Lemma: DFS dobéhne v ¢ase O(n + m) a prostoru O(n + m).

12 2017-05-18



Dikaz: Kazdy vrchol, ktery nalezneme, prejde nejprve do otevieného stavu a posléze
do uzavieného, kde uz setrva. Kazdy vrchol proto uzavirame nejvyse jednou a pro-
jdeme pfi tom hrany, které z néj vedou. Stravime tak konstantni ¢as nad kazdym
vrcholem a kazdou hranou.

Kromé reprezentace grafu algoritmus potfebuje linedrné velkou pamét na po-
mocna pole a na zasobnik rekurze. O

Lemma: DFS navstivi pravé ty vrcholy, které jsou z vy dosazitelné.

Dikaz: Nejprve indukei podle béhu algoritmu nahlédneme, ze kazdy navstiveny vr-
chol je dosazitelny. Opac¢nou implikaci zase dokdzeme sporem: ze Spatnych vrchola
(dosazitelnych, ale nenavstivenych) vybereme ten, ktery je k vg nejblizsi, a zvolime
jeho predchidce na nejkratsi cesté. Ten nemuze byt Spatny, takze byl otevien, a tim
padem musel byt posléze otevien i nas $patny vrchol. Spor. |

Prohledavani do hloubky nema zadnou pfimou souvislost se vzdalenostmi v gra-
fu. Pfresto poradi, v némz navstévuje vrcholy, skytda mnoho pozoruhodnych vlastnos-
ti. Ty nyni prozkoumame.

Chod algoritmu muzeme elegantné popsat pomoci fetézce zavorek. Kdykoliv
vstoupime do vrcholu, pripiSeme k fetézci levou zavorku; az budeme tento vrchol
opoustét, pripiseme pravou. Z prubéhu rekurze je vidét, Ze jednotlivé pary zavorek se
nebudou kfizit — dostali jsme tedy dobte uzavorkovany fetézec s n levymi a n pravymi
zévorkami. Hodnoty in(v) a out(v) ndm feknou, kde v tomto Fetézci lezi leva a prava
zéavorka prifazena vrcholu v.

Kazdé uzavorkovani odpovida né€jakému stromu. V nasem pripadé je to tak
zvany DFS strom, ktery je tvofen hranami z pravé uzaviraného vrcholu do jeho nové
objevenych naslednikt (témi, po kterych jsme se rekurzivné volali). Je to tedy strom
zakolenény ve vrcholu vg a jeho hrany jsou orientované smérem od kofene. Budeme
ho kreslit tak, ze hrany vedouci z kazdého vrcholu usporadame zleva doprava podle
toho, jak je DFS postupné objevovalo.

Na prubéh DFS se tedy také da divat jako na prochazeni DFS stromu. Vrcholy,
které lezi na cesté z kofene do aktualniho vrcholu, jsou pfesné ty, které uz jsme
otevteli, ale zatim nezavteli. Rekurze je ma na zasobniku a v zavorkové reprezentaci
odpovidaji levym zavorkam, jez jsme vypsali, ale dosud neuzavteli pravymi. Tyto
vrcholy tvofi bajnou Ariadninu nit, po niz se vracime smérem ke vchodu do bludisté.

Obrézek@ukazuje, jak vypada prichod DFS stromem pro ,,prasatkovy® graf
z obrazku E Zacali jsme vrcholem 0 a pokazdé jsme probirali nasledniky od nej-
mensiho k nejvétsimu.
Pozorovani: Hrandam grafu mutzeme prifadit typy podle toho, v jakém vztahu jsou
odpovidajici zévorky, ¢ili v jaké poloze je hrana viéi DFS stromu. Tomuto pfitazeni
se obvykle fika DFS klasifikace hran. Pro hranu xy rozliSime tyto moZnosti:

® (4...(y---)y---)z. Tehdy mohou nastat dva piipady:

® Vrchol y byl pfi uzavirdni  nové objeven. Takova hrana
lezi v DFS stromu, a proto ji fikdme stromovd.
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v in(v) out(v)
0 1 16
1 2 9
2 3 4
3 5 8
4 6 7
5
6 11 14
7 12 13
8 N N
9 10 15

Obr. 1.9: Prabéh DFS na prasatkovém grafu

® Vrchol y jsme uz znali, takze v DFS stromu lezi v néjakém
podstromu pod vrcholem z. Témto hrandm fikdme dopred-
ne.
® (y...(g--)z--.)y — vrchol y lezi na cesté ve stromu z kofene do x
a je dosud otevieny. Takové hrany se nazyvaji zpétné.
® (y...)y---(z--.)z —vrchol y byl uz uzavfen a rekurze se z ngj vratila.
Ve stromu neni ani predkem, ani potomkem vrcholu z, nybrz lezi
v néjakém podstromu odpojujicim se doleva od cesty z korene do x.
Témto hranam fikame pricné.
® (3...)z...(y...)y — pfipad, kdy by vedla hrana z uzavieného vrcho-
lu x do vrcholu y, ktery bude otevien teprve v budoucnosti, nemtize
nastat. Pfed uzavienim x totiz prozkoumame vSechny hrany vedou-
ci z x a do pfipadnych nenalezenych vrchold se rovnou vydame.

Na obrézkum jsou stromové hrany nakresleny plnymi ¢arami a ostatni tecko-
vané. Hrana (6,0) je zpétnd, (0,3) dopfedna a (6,3) pFicna.

V neorientovanych grafech se situace zjednodusi. Kazdou hranu potkdme dva-
krat: budto poprvé jako stromovou a podruhé jako zp&tnou, nebo poprvé jako zpét-
nou a podruhé jako dopfednou. Pfi¢né hrany se neobjevi (k nim opa¢né by totiz
byly onoho posledniho druhu, ktery se nemize vyskytnout).

K rozpoznani typu hrany vzdy staci porovnat hodnoty in a out a pripadné
stavy obou krajnich vrcholti. Zvladneme to tedy v konstantnim case.

Shriime, co jsme v tomto oddilu zjistili:

Véta: Prohleddvéani do hloubky dobé&hne v éase O(n+m) a spotfebuje prostor ©(n+
m). Jeho vysledkem je dosazitelnost z poc¢étedniho vrcholu, DFS strom a klasifikace
vSech hran v dosazitelné ¢asti grafu.

Cviceni
1. Jakou ¢asovou slozitost by DFS mélo, pokud bychom graf reprezentovali matici
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sousednosti?

2. Nabizi se sviiddna myslenka, ze DFS ziskdme z BFS nahrazenim fronty zasobni-
kem. To by naptiklad znamenalo, Ze si mizeme usetfit vétsinu analyzy algoritmu
a jen se odkazat na obecny prohledavaci algoritmus z cvi(:eni Na ¢em tento
pristup selze?

3. Zkontrolujte, ze DFS Kklasifikace je kompletni, tedy Ze jsme probrali vSechny
mozné polohy hrany vzhledem ke stromu.

4. Mg¢jme souvisly orientovany graf. Chceme mazat jeho vrcholy jeden po druhém
tak, aby graf ztstal stale souvisly. Jak takové pofadi mazani najit?

5. Muze byt v orientovaném grafu kruznice sloZzena ze samych zpétnych hran?
A v neorientovaném?

1.7. Mosty a artikulace

DFS klasifikaci hran lze elegantné pouzit pro hledani mosti a artikulaci v sou-
vislych neorientovanych grafech. Most se fika hrané, jejimz odstranénim se graf roz-
padne na komponenty. Artikulace je vrchol s toutéz vlastnosti.

Obr. 1.10: Mosty a artikulace grafu

Mosty

Zacneme klasickou charakteristikou mostt:
Lemma: Hrana neni most pravé tehdy, kdyz lezi na alespon jedné kruznici.
Diikaz: Pokud hrana xy neni most, musi po jejim odebrani stale existovat néjaka

cesta mezi vrcholy = a y. Tato cesta spolu s hranou xy tvofi kruznici v ptivodnim
grafu.

Naopak lezi-li xy na néjaké kruznici C, nemize se odebranim této hrany graf
rozpadnout. V libovolném sledu, ktery pouzival hranu xy, totiz mizeme tuto hranu
nahradit zbytkem kruznice C. ]

Nyni si rozmysleme, které typy hran podle DFS klasifikace mohou byt mosty.
Jelikoz kazdou hranu potkdme v obou smérech, bude nés zajimat jeji typ pii prvnim
setkani:

e Stromové hrany mohou, ale nemusi byt mosty.

® 7Zpétné hrany nejsou mosty, protoze spolu s cestou ze stromovych
hran uzaviraji kruznici.
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® Dopredné ani pfi¢né hrany v neorientovanych grafech nepotkame.

Staci tedy umét rozhodnout, zda danad stromova hrana lezi na kruznici. Jak
by tato kruznice mohla vypadat? Nazveme z a y krajni vrcholy stromové hrany,
pficemz x je vy3si z nich (blizsi ke kofeni). Ozna¢me T, podstrom DFS stromu
tvoreny vrcholem y a vSemi jeho potomky. Pokud kruznice projde z x do y, pravé
vstoupila do podstromu 7, a nez se vrati do x, zase musi tento podstrom opustit.
To ale mlze pouze po zpétné hrané: po jediné stromové jsme vesli a dopredné ani
pri¢né neexistuji.

Obr. 1.11: Zpétna hrana st zpusobuje, ze xy neni most

Chceme tedy zjistit, zda existuje zpétné hrana vedouci z podstromu 7T}, ven, to
znamena na stromovou cestu mezi kofenem a x.

Pro konkrétni zpétnou hranu tuto podminku ovéfime snadno: Je-li st zpétna
hrana a s lezi v T, sta¢i otestovat, zda ¢ je vySe nez y, nebo ekvivalentné zda
in(t) < in(y) — to je totéz, nebot in na kazdé stromové cesté shora doli roste.

Abychom nemuseli pokazdé prohledavat vSechny zpétné hrany z podstromu,
provedeme jednoduchy ptredvypocet: pro kazdy vrchol v spoéitdme low(v), coz bude
minimum z in0 vSech vrchold, do nichz se 1ze dostat z T, zpétnou hranou. Mizeme
si predstavit, ze to rika, jak vysoko lze z podstromu dosédhnout.

Pak uz je testovani mostii snadné: stromova hrana zy lezi na kruznici prave
tehdy, kdyz low(y) < in(y).

Piedvypocet hodnot low(v) lze pfitom snadno zabudovat do DFS: kdykoliv se
z néjakého vrcholu v vracime, spoc¢itdme minimum z low jeho syni a z nt vrcholi, do
nichz z v vedou zpétné hrany. Lépe je to vidét z nasledujiciho zapisu algoritmu. DFS
jsme mirné upravili, aby nepotfebovalo explicitné udrzovat stavy vrchold a vystacilo
si s polem in.

Algoritmus MosTy

Vstup: Souvisly neorientovany graf G = (V, F)

1. M+ 0 a4 seznam dosud nalezengch mosti
2. T+ 0 a4 pocitadlo kroku
3. Pro v8echny vrcholy v nastavime in(v) < nedefinovdno.

4. Zvolime libovolné vrchol v € V.
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5. Zavolame MOSTY2(u, nedefinovino).
Vystup: Seznam mostu M

Procedura MosTY2(v, p)
Vstup: Kofen podstromu v, jeho otec p
T+ T+1,inWw) «T
low(v) + 400
Pro vSechny nasledniky w vrcholu v:
Pokud in(w) neni definovan: < hrana vw je stromovd
Zavolame MOSTY2(w,v).
Pokud low(w) > in(w): <4 vw je most
Pfiddme hranu vw do seznamu M.
low(v) < min(low(v), low(w))
Jinak je-li w # p a in(w) < in(v): < zpétnd hrana
low(v) < min(low(v), in(w))

—

© 0NN

H
e

Snadno nahlédneme, ze takto upravené DFS stale travi konstantni ¢as nad
kazdym vrcholem a hranou, takze bézi v ¢ase O(n + m). Paméti zabere ©(n + m),
nebot oproti DFS uklad4 navic pouze pole low.

Artikulace

I artikulace je moZné charakterizovat pomoci kruznic a stromovych/zpé&tnych

vvvvv

Lemma A: Vrchol v nent artikulace, pokud pro kazdé dva jeho rtzné sousedy x a y
existuje kruznice, na niz lezi hrany vz i vy.

Diikaz: Pokud v neni artikulace, pak po odebrani vrcholu v (a tedy i hran vz a vy)
musi mezi vrcholy x a y nadale existovat néjaka cesta. Doplnénim hran zv a vy
k této cesté dostaneme kyzenou kruznici.

V opaéném sméru: Necht kazdé dvé hrany incidentni s v leZi na spoleéné kruz-
nici. Poté mtizeme libovolnou cestu, ktera spojovala ostatni vrcholy a prochazela pti
tom pres v, upravit na sled, ktery v nepouzije: pokud cesta do v vstoupila z néjakého
vrcholu = a odchéazi do y, nahradime hrany zv a vy opaé¢nym obloukem piislusné
kruznice. Tim padem graf ztistane po odebrani v souvisly a v neni artikulace. O

Definice: Zavedeme binarni relaci ~ na hranach grafu tak, Ze hrany e a f jsou v relaci
pravé tehdy, kdyz e = f nebo e a f lezi na spoleéné kruznici.
Lemma E: Relace ~ je ekvivalence.

Diikaz: Reflexivita a symetrie jsou zfejmé z definice, ale potfebujeme ovérit tranzi-
tivitu. Chceme tedy dokazat, ze kdykoliv e =~ f a f = g, pak také e ~ ¢g. Vime, zZe
existuje spoleéna kruznice C pro e, f a spoleénd kruznice D pro f a g. Potfebujeme
najit kruznici, na niz lezi soucasné e a g. Sledujme obrézek

Vydéame se po kruznici D jednim smérem od hrany g, az narazime na kruznici C'
(stdt se to musi, protoze hrana f lezi na C' i D). Vrchol, kde jsme se zastavili,
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z D

f
Obr. 1.12: Situace v dukazu lemmatu E

oznacme z. Podobné pfi cesté opaénym smérem ziskdme vrchol y. Snadno ovéfime,
ze vrcholy x a y musi byt rizné.

Hledana spole¢né kruznice bude vypadat takto: za¢neme hranou g, pak se vyda-
me po kruznici D do vrcholu z, z néj po C' smérem od vrcholu y ke hrané e, projdeme
touto hranou, pokracujeme po C do vrcholu y a pak po D zpét ke hrané g. |

Ekvivalen¢nim tfidam relace = se rika komponenty vrcholové 2-souvislosti nebo
také bloky. Pozor na to, ze na rozdil od komponent obycejné souvislosti to jsou
mnoziny hran, nikoliv vrchol.

Pozorovani: Vrchol v je artikulace pravé tehdy, sousedi-li s hranami z alespoii dvou
ruznych blokt.

Nyni povolame na pomoc DFS klasifikaci. Uvazime vSechny hrany incidentni
s néjakym vrcholem v. Nejprve si vSimneme, Ze kazda zpétna hrana je v bloku
s nékterou ze stromovych hran, takze staci zkoumat pouze stromové hrany.

Dale nahlédneme, ze pokud jsou dvé stromové hrany vedouci z v dolti v témze
bloku, pak musi v tomto bloku byt i stromova hrana z v nahoru. Dtvod je nasnadé:
podstromy visici pod stromovymi hranami nemohou byt propojeny piimo (pfi¢né
hrany neexistuji), takZe je musime nejprve opustit zpétnou hranou a pak se vratit
pfes otce vrcholu v.

Zbyvéa tedy pro kazdou stromovou hranu mezi v a jeho synem zjistit, zda lezi
na kruznici se stromovou hranou z v nahoru. K tomu opét pouzijeme hodnoty low:
je-li s syn vrcholu v, stadi otestovat, zda low(s) < in(v).

Pfimocarym dusledkem je, Ze mé-li koren DFS stromu vice syni, pak je arti-
kulaci — hrany do jeho synti nemohou byt propojeny ani pfimo, ani pfes vyssi patra
stromu.

Staci ndm proto v algoritmu na hledani mostd vyménit podminku porovnévajici
low s in a hned hleda artikulace. Casova i paméfova sloZitost ziistavaji linearni
s velikosti grafu. Detailni zapis algoritmu ponechme jako cvi¢eni.

Cvicéeni

1. Dokazte, ze pokud se v grafu na alespon tfech vrcholech nachazi most, pak je
tam také artikulace. Ukazte, ze opacna implikace neplati.
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2. Zapiste v pseudokédu nebo naprogramujte algoritmus na hledani artikulaci.

3. Definujme relaci ~ na vrcholech tak, ze x ~ y pravé tehdy, lezi-li z a y na néjaké
spole¢né kruznici. Dokazte, ze tato relace je ekvivalence. Jejim ekvivalenénim
tfidam se iika komponenty hranove 2-souvislosti, jednotlivé t¥idy jsou navzajem
pospojovany mosty. Upravte algoritmus na hledani mostt, aby graf rozlozil na
tyto komponenty.

4. Blokovy graf B(G) grafu G popisuje vztahy mezi jeho bloky. M4 dva typy vrcho-
l4: jedny odpovidaji artikulacim, druhé blokiim (most povazujeme za specidlni
pripad bloku). Hranou spojime vzdy artikulaci se v8emi incidentnimi bloky. Do-
kazZte, Ze blokovy graf je vzdy strom, a rozsifte algoritmus pro hledani artikulaci,
aby ho sestrojil.

5% Usaté lemma Tikd, ze kazdy graf bez artikulaci je mozné postupné sestrojit
tak, ze vyjdeme z néjaké kruznice a postupné k ni pfilepujeme ,usi“ — cesty,
jejichz krajni vrcholy uz byly sestrojeny, a vnit¥ni vrcholy jesté ne. Vymyslete
algoritmus, jenz pro zadany graf najde pfislusny postup prilepovani usi. Jak
vypada analogické tvrzeni a algoritmus pro grafy bez mosta?

6. Ndhrdelnik je graf sestavajici z kruznic C1, ..., C libovolnych délek, kde kazdé
dvé sousedni kruznice C; a C; 1 maji spole¢ny pravé jeden vrchol a nesousedni
kruznice jsou disjunktni. Navrhnéte algoritmus, ktery na vstupu dostane graf
a dva jeho vrcholy u, v a zjisti, zda v a v je mozné propojit ndhrdelnikem.
Tedy zda v grafu existuje podgraf izomorfni néjakému nahrdelniku C1, ..., Cj,
vnémz u € C7 a v € C. Co kdybychom chtéli najit nahrdelnik mezi u a v
s nejmensim poc¢tem kruznic?

1.8. Acyklické orientované grafy

Castym pFipadem orientovanych graffi jsou acyklické orientované grafy neboli
DAGYy (z anglického directed acyclic graph). Pro né umime fadu problému vyfesit
efektivnéji nez pro obecné grafy. Mnohdy k tomu vyuzivame existenci topologického
poradi vrcholu, které zavedeme v tomto oddilu.

Detekce cyklu

Nejprve malé rozcvicka: Jak pozname, jestli zadany orientovany graf je DAG?
K tomu pouzijeme DFS, které budeme opakované spoustét, nez prozkoumame cely
graf (bud stejné, jako jsme to délali pii testovani souvislosti v oddilu[C4 nebo trikem
z cviéeni.
Lemma: V grafu existuje cyklus pravé tehdy, najde-li DFS alespon jednu zpétnou
hranu.
Drikaz: Paklize DFS najde néjakou zpétnou hranu xy, doplnénim cesty po stromo-
vych hranich z y do = vznikne cyklus. Ted naopak dokdZzeme, Ze na kazdém cyklu
lezi alespon jedna zpétna hrana.

Me¢jme néjaky cyklus a ozna¢me x jeho vrchol s nejnizsim outem. Tim padem na
hrané vedouci z x do nasledujiciho vrcholu na cyklu roste out, coz je podle klasifikace
mozné pouze na zpétné hrané. ([l
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Topologické usporadani

Dilezitou vlastnosti DAG1 je, Ze jejich vrcholy 1ze efektivné uspotradat tak, aby
vSechny hrany vedly po sméru tohoto uspofadani. (Nabizi se predstava nakresleni
vrchold na pfimku tak, Ze hrany sméfuji vyhradné zleva doprava.)

Definice: Linearni uspordadani < na vrcholech grafu nazveme topologickym uspord-
ddnim vrcholi, pokud pro kazdou hranu xy plati, ze z < y.

Véta: Orientovany graf ma topologické usporadani pravé tehdy, je-li to DAG.
Diikaz: Existuje-li v grafu cyklus, brani v existenci topologického usporadani: pro
vrcholy na cyklu by totiz muselo platit v; < vo < ... < v < v1.

Naopak v acyklickém grafu mizeme vzdy topologické usporadani sestrojit.
K tomu se bude hodit nasledujici pomocné tvrzeni:

Lemma: V kaZdém neprazdném DAGu existuje zdroj, coz je vrchol, do
kterého nevede zadné hrana.

Diikaz: Zvolime libovolny vrchol v a ptjdeme z néj proti sméru hran,
dokud nenarazime na zdroj. Tento proces ovSem nemiize pokracovat do
nekonec¢na, protoze vrcholu je jen koneéné mnoho a kdyby se néjaky zo-
pakoval, nasli jsme v DAGu cyklus. O

Pokud je nas DAG prazdny, topologické usporadani je trivialni. V opa¢ném piipadé
nalezneme zdroj, prohlasime ho za prvni vrchol v uspofadani a odstranime ho véetné
vSech hran, které z néj vedou. Tim jsme opét ziskali DAG a postup muZeme iterovat,
dokud zbyvaji vrcholy. O

Dikaz véty ndm rovnou dava algoritmus pro konstrukei topologického uspota-
déni, s trochou snahy linedrni (cviéeni E) My si ovSsem vSimneme, Ze takové uspo-
Fadani lze pfimo vykoukat z prubéhu DFS:

Véta: Poradi, v némz DFS opousti vrcholy, je opa¢né topologické.

Diikaz: Sta¢i dokédzat, ze pro kazdou hranu zy plati out(z) > out(y). Z klasifikace
hran vime, Ze je to pravda pro vSechny typy hran kromé zpétnych. Zpétné hrany se
nicméné v DAGu nemohou vyskytovat. O

Staci tedy do DFS doplnit, aby kdykoliv opousti vrchol, pfipojilo ho na zacatek
seznamu popisujiciho usporddani. Casova i pamétova slozitost zlistavaji linearni.
Topologicka indukce

Ukazme alespon jednu z mnoha aplikaci topologického uspofadéni. Dostaneme

DAG a néjaky vrchol v a chceme spocitat pro vSechny vrcholy, kolik do nich z u
vede cest. Ozna¢me c(v) hledany pocet cest z u do v.

Necht v1,...,v, je topologické pofadi vrcholti a u = v, pro néjaké k. Tehdy
c(v1) = c(ve) = ... = ¢(vg—1) = 0, nebot do téchto vrcholi se z u nelze dostat. Také
jisté plati ¢(vg) = 1. Déle mizeme pokracovat indukei:

Predpokladejme, Ze uz zndme c(v1) az c(ve—1) a chceme zjistit ¢(v¢). Jak vypa-
daji cesty z u do v,? Musi se skladat z cesty z u do néjakého predchiidce w vrcholu vy,
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na niz je napojena hrana wvy. Vsichni pfedchtidci ovSem lezi v topologickém uspo-
fadani pred vy, takZe pro né zname pocty cest z u. Hledané c(vy) je tedy souctem
hodnot ¢(w) pfes v8echny predchiidce w vrcholu vy.

Tento vypodet prob&hne v ¢ase ©(n + m), nebot soulty pres predchidce do-

hromady projdou po kazdé hrané pravé jednou.

Dalsi aplikace topologické indukce naleznete v cvicenich.

Cvicéeni

1.

10.

Opakované spousténi DFS miZzeme nahradit nasledujicim trikem: pfiddme novy
vrchol a hrany z tohoto vrcholu do vSech ostatnich. DFS spusténé z tohoto ,,su-
perzdroje“ projde na jedno zavolani cely graf. Nahlédnéte, ze jsme tim zachovali
acyklicnost grafu, a vsimnéte si, ze chod tohoto algoritmu je stejny jako chod
opakovaného DFS.

Ukazte, jak konstrukci topologického usporadani postupnym otrhavanim zdroju
provést v éase O(n + m).

Priklad topologické indukce z tohoto oddilu by Sel vytesit i jednoduchou Gpravou
DFS, ktera by hodnoty c(v) pocitala rovnou pii opousténi vrcholt. Ukazte jak.

Vymyslete, jak pomoci topologické indukce najit v linedrnim case délku nej-
kratsi cesty mezi vrcholy u a v v DAGu s ohodnocenymi hranami. Nejkratsimi
cestami v obecnych grafech se budeme zabyvat v pristi kapitole.

Ukazte totéz pro nejdelsi cestu, coz je problém, ktery v obecnych grafech zatim
neumime fesit v polynomidlnim case.

Jak spocitat, kolik mezi danymi dvéma vrcholy obecného orientovaného grafu
vede nejkratsich cest?

Kdy je topologické usporadani grafu urceno jednoznacné?

Sekvencéni planovdani: Chceme provést fadu ¢innosti, které na sobé zavisi — na-
priklad snist k vecefi kanci gulas vyzaduje pfedem ho uvarit, procez je potfeba
kance nékdy predtim ulovit. Situaci mizeme popsat grafem: vrcholy odpovida-
ji ¢innostem, orientované hrany zavislostem. Topologické usporadani grafu pak
vyjadiuje mozné poradi postupného provadéni ¢innosti. Sestavte zdvislostni graf
pro vsechno, co potiebujete udélat, kdyz rano vstavate, a najdéte vsechna to-
pologicka usporadani.

Paralelni pldnovdni: Stavime diim a podobné jako v predchozim cviceni si se-
stavime zavislostni graf vSech ¢innosti. Mame k dispozici dostatek pracovniki,
takze zvladneme provadét libovolné mnoho ¢innosti soucasné. Stale ovsem musi
byt splnény zavislosti: dfiv, nez se do néjaké ¢innosti pustime, musi byt hotové
vSe, na Cem zavisi. Vrcholy grafu ohodnotime ¢asem potfebnym na vykonani
¢innosti. Spoditejte pro kazdou ¢innost, kdy se do ni mame pustit, abychom
dim dostavéli co nejdiive.

Kritické vrcholy: O vrcholu grafu z predchoziho cviceni fekneme, ze je kriticky,
pokud by zpomaleni pfislusné ¢innosti zptisobilo pozdéjsi dokonceni celého do-

21 2017-05-18



mu. Pii fizeni stavby si proto na takové vrcholy musime dévat pozor. Vymyslete,
jak je vSechny najit.

1.9.* Silna souvislost a jeji komponenty

Nyni se zamyslime nad tim, jak rozsifit pojem souvislosti na orientované grafy.
Intuitivné mzeme souvislost vnimat dvojim zptsobem: Budto tak, ze kdykoliv graf
rozdélime na dvé Casti, vede mezi nimi alesponi jedna hrana. Anebo chceme, aby
mezi kazdymi dvéma vrcholy §lo pfejit po cesté. Zatimco pro neorientované grafy
tyto vlastnosti splyvaji, v orientovanych se lisi, coz vede ke dvéma riznym definicim
souvislosti:

Definice: Orientovany graf je slabé souvisly, pokud zruSenim orientace hran dosta-
neme souvisly neorientovany graf.

Definice: Orientovany graf je silné€ souvisly, jestlize pro kazdé dva vrcholy = a y
existuje orientovana cesta jak z x do y, tak opac¢né.

Slabé souvislost je algoritmicky trividlni. V tomto oddilu ukézeme, jak lze rych-
le ovérovat silnou souvislost. Nejprve pomoci vhodné ekvivalence zavedeme jeji kom-
ponenty.

Definice: Bud <+ binarni relace na vrcholech grafu definovand tak, ze x <+ y pravé
tehdy, existuje-li orientovana cesta jak z  do y, tak z y do x.

Snadno nahlédneme, Ze relace < je ekvivalence (cviceni . Tridy této ekviva-
lence indukuji podgrafy, kterym se ¥ika komponenty silné souvislosti (v tomto oddilu
fikejme prosté komponenty). Graf je tedy silné souvisly, pokud ma pravé jednu kom-
ponentu, ¢ili pokud u <+ v pro kazdé dva vrcholy u a v. Vzajemné vztahy komponent
muzZeme popsat opét grafem:

Definice: Graf komponent C(G) mé za vrcholy komponenty grafu GG, z komponenty
C; vede hrana do C; praveé tehdy, kdyz v piivodnim grafu G existuje hrana z néjakého
vrcholu u € C; do néjakého v € Cj.

Na graf C(G) se mizeme divat i tak, ze vznikl z G kontrakei kazdé komponenty
do jednoho vrcholu a odstranénim néasobnych hran. Proto se mu také nékdy tika
kondenzace.

Lemma: Graf komponent C(G) kazdého grafu G je acyklicky.

Diikaz: Sporem. Necht Cy, Cs, . . . C tvoii cyklus v C(G). Podle definice grafu kompo-
nent musi existovat vrcholy z1,...,z (z; € C;) ay1,...,yk (yi € Ciy1, indexujeme
modulo k) takové, Ze x;y; jsou hranami grafu G. Situaci sledujme na obrizku

Jelikoz kazda komponenta C; je silné souvisla, existuje cesta z y;_1 do z; v Cj.
Slepenim téchto cest s hranami z;y; vznikne cyklus v grafu G tvaru

x1,Yy1,cesta v Ca, 22, y2, cesta v C3, x3, ..., Tk, Yk, cesta v Cp, x1.

To je ovSsem spor s tim, ze vrcholy x; lezi v rtiznych komponentach. ]
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Obr. 1.14: K dikazu lemmatu o acykli¢nosti C(G)

Podle toho, co jsme o acyklickych grafech zjistili v minulém oddilu, musi v C(G)
existovat alespoii jeden zdroj (vrchol bez pfedchtideit) a stok (vrchol bez néslednik).
Proto vzdy existuji komponenty s nasledujicimi vlastnostmi:

Definice: Komponenta je zdrojovd, pokud do ni nevede Zadna hrana, a stokovd, pokud
nevede zadna hrana z ni.

Predstavme si nyni, Ze jsme nasli néjaky vrchol, ktery lezi ve stokové kompo-
nenté. Spustime-li z tohoto vrcholu DFS, navstivi pravé celou tuto komponentu (ven
se dostat nemuze, hrany vedou v protisméru).

Jak ale vrchol ze stokové komponenty najit? Se zdrojovou by to bylo snazsi:
prohleddme-li graf do hloubky (opakované, nedostalo-li se na vSechny vrcholy), vr-
chol s maximalnim out(v) musi lezet ve zdrojové komponenté (rozmyslete si, proc).
Pomiizeme si proto nasledujicim trikem:

Pozorovani: Necht GT je graf, ktery vznikne z G otocenim orientace vSech hran.
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Potom G m4 tytéz komponenty jako G a plati C(GT) = (C(G))™. Proto se prohodily
zdrojové komponenty se stokovymi.

Nabizi se tedy spustit DFS na graf GT, vybrat v ném vrchol s maximélnim
outem a spustit z néj DFS v grafu G. Tim najdeme jednu stokovou komponentu. Tu
mizeme odstranit a postup opakovat.

Je ale zbytec¢né stokovou komponentu hledat pokazdé znovu. Ukazeme, zZe po-
sta¢i prochézet vrcholy v poradi klesajicich outtt v GT. Ty vrcholy, které jsme do
néjaké komponenty zaradili, budeme preskakovat, z ostatnich vrcholt budeme spous-
tét DFS v G a objevovat nové komponenty.

Prochazeni podle klesajicich outii uz zname — to je osvédcéeny algoritmus pro
topologické usporadani. Zde ho ovSem pouzivame na graf, ktery neni DAG. Vysled-
kem samoziejmé nemuze byt topologické usporadani, protoze to pro grafy s cykly
neexistuje. Pfesto ale vystup algoritmu dava jisty smysl. Nasledujici tvrzeni zarucuje,
ze komponenty grafu budeme navstévovat v opa¢ném topologickém poradi:

Lemma: Pokud v C(G) vede hrana z komponenty C; do Cs, pak

max out(x) > max out(y).
.’L’EC)f ( ) yEC)g (y)

Drikaz: Nejprve rozeberme pripad, kdy DFS vstoupi do C; dfive nez do Cs. Zacne
tedy zkoumat C7, béhem toho objevi hranu do Cs, po té projde, nac¢ez zpracuje celou
komponentu Cy, nez se opét vrati do C;. (Vime totiz, Ze z Cy do C; nevede zadnéa
orientovana cesta, takze DFS mize zpét pfejit pouze névratem z rekurze.) V tomto
ptipadé tvrzeni plati.

Nebo naopak vstoupi nejdiive do C3. Odtamtud nemuze dojit po hranach
do C1, takze se nejprve vrati z celé Cy, nez do Cy poprvé vstoupi. I tehdy tvrzeni
lemmatu plati. O

Nyni je vSe pfipraveno a mizeme algoritmus zapsat:

Algoritmus KOMPSILNESOUVISLOSTI
Vstup: Orientovany graf G

1. Sestrojime graf GT s obracenymi hranami.

2. 7 < prazdny zasobnik

3. Pro v8echny vrcholy v nastavime komp(v) < nedefinovano.

4. Spoustime DFS v GT opakované, nez prozkoumame viechny vrcholy.

Kdykoliv pfitom opoustime vrchol, vlozime ho do Z. Vrcholy v za-

sobniku jsou tedy setfidéné podle out(v).

Postupné odebirdme vrcholy ze zasobniku Z a pro kazdy vrchol v:

Pokud komp(v) = nedefinovdno:
7. Spustime DFS(v) v G, pfi¢em# vstupujeme pouze do vr-

choltt s nedefinovanou hodnotou komp(...) a tuto hodnotu
pfepisujeme na v.

Vistup: Pro kazdy vrchol v vratime identifikdtor komponenty komp(v)

o o
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Véta: Algoritmus KOMPSILNESOUVISLOSTI rozlozi zadany graf na komponenty silné
souvislosti v éase ©(n + m) a prostoru O(n + m).

Diikaz: Korektnost algoritmu vyplyva z toho, jak jsme jej odvodili. VSechna volani
DFS dohromady navstivi kazdy vrchol a hranu pravé dvakrat, prace se zdsobnikem
trva také linearné dlouho. Pamét kromé reprezentace grafu potifebujeme na pomocné
pole a zasobniky (Z a zasobnik rekurze), coz je celkem linedrné velké. O

Dodejme jesté, Ze tento algoritmus objevil v roce 1978 Sambasiva Rao Kosaraju
a nezavisle na ném v roce 1981 Micha Sharir.

Cviceni
Dokazte, ze relace <+ z tohoto oddilu je opravdu ekvivalence.

2. Opakovanému spousténi DFS, dokud neni cely graf prohledan, se da i zde vy-
hnout pfidanim ,superzdroje“ jako v cviéeni Co se pritom stane s grafem
komponent?

3. 'V orientovaném grafu jsou nékteré vrcholy obarvené zelené. Jak zjistit, jestli
existuje cyklus obsahujici alespon jeden zeleny vrchol?

4* O orientovaném grafu rekneme, ze je polosouvisly, pokud mezi kazdymi dveé-
ma vrcholy vede orientovana cesta alespon jednim smérem. Navrhnéte linearni
algoritmus, ktery polosouvislost grafu rozhoduje.

1.10.* Silna souvislost podruhé: Tarjanuv algoritmus

Predvedeme jesté jeden linearni algoritmus na hledani komponent silné souvis-
losti. Je zalozen na nékolika hlubokych pozorovanich o vztahu komponent s DFS
stromem, jejichz odvozeni je pracnéjsi. Samotny algoritmus je pak jednodussi a ne-
potiebuje konstrukci obraceného grafu. Objevil ho Robert Endre Tarjan v roce 1972.

Stejné jako v minulém oddilu budeme pouzivat relaci <+ a komponentam silné
souvislosti budeme fikat prosté komponenty.

Lemma: Kazda komponenta indukuje v DFS stromu slabé souvisly podgraf.

Dikaz: Necht = a y jsou vrcholy lezici v téze komponenté C. Rozebereme jejich
mozné polohy v DFS stromu a pokazdé ukdzeme, Ze (neorientovand) cesta P spojujici
ve stromu x s y lezi cela uvnitt C.

Nejprve uvazme piipad, kdy je x ,nad“ y, ¢ili z x do y lze dojit po sméru
stromovych hran. Necht ¢ je libovolny vrchol cesty P. Jisté jde dojit z « do ¢ — staci
nésledovat cestu P. Ale také z t do x — muZeme dojit po cesté P do y, odkud se uz
do z dostaneme (z a y jsou pfeci oba v C'). TakZe vrchol ¢ musi také lezet v C.

Pokud y je nad x, postupujeme symetricky.

Zbyvéa piipad, kdy = a y maji néjakého spole¢ného piedka p # x,y. Kdyby
tento predek lezel v C'; mame vyhrano: p se totiz nachazi nad x i nad y, takze podle
predchoziho argumentu lezi v C' i vSechny ostatni vrcholy cesty P.
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Pojdme dokézat, ze p se nemize nachazet mimo C. Pozastavime DFS v oka-
mziku, kdy uz se vratilo z jednoho z vrchold x a y (bez ijmy na obecnosti ), stoji
ve vrcholu p a pravé se chystd odejit stromovou hranou smérem k y. Pouzijeme
nasledujici:

Pozorovani: Kdykoliv v priubéhu DFS vedou z uzavienych vrchold hrany

pouze do uzavienych a otevienych.

Dikaz: P¥imo z klasifikace hran. O

Vime, ze z x vede orientované cesta do y. Pfitom z je uz uzavieny a y dosud nena-
lezeny. Podle pozorovani tato cesta musi projit pres néjaky otevieny vrchol. Ten se
ve stromu nutné nachdzi nad p (neostie), takze pres néj jde z 2 dojit do p. Oviem
z p lze dojit po stromovych hranich do z, takZze x a p lezi v téZze komponenté.

Je za tim jasna intuice: stromova cesta z kofene do p, na niz lezi vSechny
oteviené vrcholy, tvori prirozenou hranici mezi uz uzavienou ¢asti grafu a dosud
neprozkoumanym zbytkem. Cesta z x do y musi tuto hranici nékde prekrocit. g

Vime tedy, ze komponenty jsou v DFS stromu souvislé. Sta¢i umét poznat,
které stromové hrany lezi na rozhrani komponent. K tomu se hodi ,chytit* kazdou
komponentu za jeji nejvyssi vrchol:

Definice: Korenem komponenty nazveme vrchol, v némz do ni DFS poprvé vstoupilo.
Tedy ten, jehoz in je nejmensi.

Pokud odstranime hrany, za které ,visi“ kofeny komponent, DFS strom se
rozpadne na jednotlivé komponenty. Ukdzeme, jak v okamziku opousténi libovolného
vrcholu v poznat, zda je v kofenem své komponenty. Oznac¢ime T, podstrom DFS
stromu obsahujici v a vSechny jeho potomky.

Lemma: Pokud z T, vede zpétnd hrana ven, neni v kofenem komponenty.

Dikaz: Zpétna hrana vede z T, do néjakého vrcholu p, ktery lezi nad v a mé& mensi
in nez v. Pritom z v se jde dostat do p pres zpétnou hranu a zaroven z p do v po
stromové cesté, takze p i v lezi v téZze komponenté. O

nent. Zafidime tedy, aby v okamziku, kdy opoustime kofen komponenty, byly jiz
ke komponenté prifazeny vSechny jeji vrcholy. Pak mizeme pouzit:

Lemma: Pokud z T, vede pri¢na hrana ven do dosud neopusténé komponenty, pak
v neni korenem komponenty.

Diikaz: Vrchol w, ktery je cilem pficné hrany, mé nizsi in nez v a uz byl uzavien.
Jeho komponenta ale dosud nebyla opusténa, takze jejim kofenem musi byt néktery
z otevienych vrcholti. Vrchol v je s touto komponentou obousmérné propojen, tedy
v ni také lezi, ovsem nize nez koren. |

Lemma: Pokud nenastane situace podle pfedchozich dvou lemmat, v je korfenem
komponenty.

Diikaz: Kdyby nebyl kofenem, musel by skuteény kofen lezet nékde nad v (kompo-
nenta je pfeci ve stromu souvisla). Z v by do tohoto kofene musela vést cesta, kterd
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by nékudy musela opustit podstrom T,. To ale lze pouze zpétnou nebo pii¢nou
hranou. (|

Nyni mame vse pfipraveno k formulaci algoritmu. Graf budeme prochézet do
hloubky. Vrcholy, které jsme dosud nezaradili do zadné komponenty, budeme ukladat
do pomocného zasobniku. Kdykoliv pii navratu z vrcholu zjistime, zZe je kofenem
komponenty, odstranime ze zasobniku vSechny vrcholy, které lezi v DFS stromu pod
timto kofenem, a zafadime je do nové komponenty.

Pro rozhodovéani, zda z T, vede zpétna nebo pii¢na hrana, budeme pouzivat
hodnoty esc(v), které budou fungovat podobné jako low(v) v algoritmu na hledani
mosti.

Definice: esc(v) udédvd minimum z #nd vrchold, do nichz z podstromu T, vede bud
zpétna hrana, nebo pri¢na hrana do jesté neuzaviené komponenty.

Nasleduje zapis algoritmu. Pro zjednoduSeni implementace si vystacime s po-
lem in a neuklddame explicitné ani out, ani stav vrcholi. Pii aktualizaci pole esc
nebudeme rozliSovat mezi zpétnymi, pficnymi a dopfednymi hranami — uvédomte si,
Ze to nevadi.

Algoritmus KOMPSSTARJAN

Vstup: Orientovany graf G

1. Pro vSechny vrcholy v nastavime:
in(v) < nedefinovdno
komp(v) + nedefinovano
T+0
Z < prazdny zdsobnik
Pro vSechny vrcholy u:
Pokud 4n(u) neni definovany:
8. Zavolame KSST(u).
Vistup: Pro kazdy vrchol v vratime identifikdtor komponenty komp(v)

NS ot

Procedura KSST(v)

1. T« T+1,in(v)«<T
2. Do zasobniku Z pfidame vrchol v.
3. esc(v) « +oo
4. Pro vSechny nasledniky w vrcholu v:
5. Pokud n(w) neni definovan: < hrana vw je stromovd
6. Zavolame KSST (w).
7. esc(v) < min(esc(v), esc(w))
8. Jinak: d zpétna, pricna nebo doptednd hrana
9. Neni-li komp(w) definovana:
10. esc(v) < min(esc(v), in(w))
11. Je-li esc(v) > in(v): < v je koten komponenty
12. Opakujeme:
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13. Odebereme vrchol ze zdsobniku Z a oznaéime ho ¢.
14. komp(t) < v
15. Cyklus ukonc¢ime, pokud t = v.

Véta: Tarjaniv algoritmus nalezne komponenty silné souvislosti v éase ©(n + m)
a prostoru O(n + m).

Diikaz: Spravnost algoritmu plyne z jeho odvozeni. Casova slozitost se od DFS lisi
pouze obsluhou zasobniku Z. Kazdy vrchol se do Z dostane pravé jednou pii svém
otevieni a pak ho jednou vyjmeme, takze celkem praci se zasobnikem stravime cas
O(n). Jedind pamét, kterou k DFS potfebujeme navic, je na zasobnik Z a pole esc,
coz je oboji velké O(n). O

1.11. Dalsi cviceni

Najdéte algoritmy pro tyto grafové problémy. Pokazdé existuje feseni pracujici
v linearnim case vzhledem k velikosti grafu.

1.  Eulerovsky tah: Méjme souvisly neorientovany graf. Chceme ho nakreslit jed-
nim tahem, tedy nalézt posloupnost na sebe navazujicich hran, ktera obsahuje
kazdou hranu grafu pravé jednou.

2. VyvdZend orientace: Hranam grafu chceme priradit orientace tak, aby z kazdého
vrcholu vychazelo stejné hran, jako do néj vchazi. Ukazte, Ze to lze, kdykoliv
vS8echny vrcholy maji sudé stupné.

3. Skoro vyvdZend orientace: Pokracujme v pfedchozim cviceni. Pokud graf obsa-
huje vrcholy lichého stupné, najdéte takovou orientaci, v niz se vstupni a vy-
stupni stupen kazdého vrcholu lisi nejvyse o 1.

4. Séf agentii: Podafilo se vdm sehnat schéma sité tajnjch agentd. M4 podobu
orientovaného grafu, jehoz vrcholy jsou agenti a hrana popisuje, ze jeden agent
veli druhému. Kdykoliv agent obdrzi rozkaz, pfeda ho vSem agentim, kterym
veli. Séfem sité je libovolny agent, ktery vyda-li rozkaz, dostanou ho ¢asem
vSichni ostatni agenti. Vymyslete algoritmus, jez najde $éfa sité. Umite najit
vsechny séfy?

5.  Asfaltovdni: Mame mapu méstecka v podobé neorientovaného grafu. Parta as-
faltérd umi za jednu sménu vyasfaltovat dvé na sebe navazujici ulice. Jak vyas-
faltovat kazdou ulici pravé jednou? Jde to pokazdé, kdyz je ulic sudy pocet?

6. Zjednoduseni grafu: Navrhnéte algoritmus, ktery ze zadaného multigrafu od-
strani vSechny nasobné hrany. Mezi kazdymi dvéma vrcholy tedy zbude nejvyse
jedna hrana.

7. Vitéz: n sportovcu sehralo zapasy kazdy s kazdym. Chceme zjistit, zda existuje
nékdo, kdo vyhral nad vSemi ostatnimi. Mame-li matici vysledki zapasi jiz
nactenou v paméti, lze to spocitat v éase O(n).

8.  Slovnt Zebrik: Je dan slovnik. Sestrojte co nejdelsi slovni zebfik, coz je posloup-
nost slov ze slovniku takové, Ze (i+1)-ni slovo ziskdme z i-tého smazanim jedno-
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10*

11.

12.

13*

14

15.

16*

17

18*

ho pismene. V cestiné napiiklad zuzavirani, uzavirani, zavirani, zvirani,
zirani, zrani, zrni.

Straznici: Mapa méstecka mé tvar stromu. Na k¥izovatky chceme rozmistit co
nejméné straznika tak, aby kazda ulice byla z alespon jedné strany hlidana.
Mafidani: Mapa méstecka ve tvaru stromu, v nékterych vrcholech bydli mafiani.
Chceme do vrcholt rozestavét co nejméné straznika tak, aby se mafiani nemohli
nepozorované domlouvat, tedy aby mezi kazdymi dvéma mafidny stal aspon
jeden straznik. Postavime-li straznika do vrcholu s mafidnem, zabranime mu
v kontaktu se vSemi ostatnimi mafiany.

Brtnik: V lese tvaru ¢tvercové sité se nachazi medvéd, brloh, prekazky a nékolik
brti.{Y) Medvéd si pravé zacal pochutnivat na medu, ale hned si toho vSimly
véely a zacaly se na néj slétat ze vSech brti najednou. Chceme spoéitat, jak
dlouho jesté muze medvéd mlsat, aby ho na cesté do brlohu nezastihly vcely.
V case 0 je medvéd na zadaném misté a vcely v brtich. Za kazdou dalsi jednotku
casu se medvéd posune o jedno policko a vcely se také rozsifi o jedno policko.

Silné souvisld orientace: V kazdém neorientovaném grafu bez mostl je mozné
hrany zorientovat tak, aby vznikl silné souvisly orientovany graf. Vymyslete
algoritmus, ktery takovou orientaci najde.

Jednosmeérky: Je ddna mapa méstecka v podobné neorientovaného grafu. Chce-
me z co nejvice ulic udélat jednosmeérky, ale stale musi byt mozné dojet autem
odkudkoliv kamkoliv bez poruseni predpisi.

Odolnd sit: Pocitacdovou sit popiSeme grafem: vrcholy odpovidaji routertim, hra-
ny kabelim mezi nimi. Pfirozené se nam nelibi mosty: to jsou kabely, jejichz
vypadek zpiisobi nedostupnost nékterych routert. Navrhnéte, jak do sité pridat
co nejméné kabeltl, aby v ni zadné mosty nezbyly.

Barveni 6 barvami: Méjme rovinng graf, tedy takovy, co se da nakreslit do
roviny bez kiizeni hran. P¥ifadte vrcholtim éisla z mnoziny {1,...,6} tak, aby
zadné dva vrcholy spojené hranou nedostaly stejné c¢islo. Prozradime jesté, ze
kazdy rovinny graf obsahuje vrchol stupné nejvyse 5.

Barveni 5 barvami: Vyreste predchozi cviceni pro 5 barev. To neni v linedrnim
Case snadné, tak to zkuste v kvadratickém nebo lepsim. (K obarveni kazdého
rovinného grafu dokonce postaci 4 barvy, ale to je mnohem tézsi a slavnéjsi
problém.)

Trojuhelniky: Spocitejte v rovinném grafu trojuhelniky, tedy trojice vrchola
spojené kazdy s kazdym.

Zemémérici: Jisty pozemek ve tvaru (ne nutné konvexniho) n-thelniku byl ze-
lopfi¢kami) a byly pofizeny zdznamy o kazdé triangulacéni i obvodové tsecce:
pro kazdou vime, kterd dva vrcholy n-tihelnika spojuje. Bohuzel, nékteré zazna-
my o triangulacnich tseckach se ztratily, idaje o obvodovych tseckach zustaly

(1) Brt je 1l lesnich véel v dutiné stromu. Od toho medvéd brtnik.
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vSechny, nicméné se vSechny promichaly dohromady. Na vstupu je n a seznam
dvojic vrchold, které byly propojeny tseckou dle podminek vyse. Zjistéte, které
tsecky jsou obvodové a které vnitini.
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