1. Fourierova transformace

Co maé spoleéného néasobeni polynomi s kompresi zvuku? Nebo tfeba s roz-
poznavanim obrazu? V této kapitole ukazeme, Ze na pozadi vSech téchto otazek je
spolecna algebraické struktura, kterou matematici znaji pod nazvem diskrétni Fou-
rierova transformace. Odvodime efektivni algoritmus pro vypocet této transformace
a ukazeme nékteré jeho zajimavé dusledky.

1.1. Polynomy a jejich nasobeni

Nejprve stru¢né pripomenme, jak se pracuje s polynomy.

Definice: Polynom je vyraz typu
n—1
P(.T,‘) = Zpl .x17
i=0

kde = je proménnd a pg aZz p,_1 jsou Cisla, kterym Fikdme koeficienty polynomu.
Zde budeme znacit polynomy velkymi pismeny a jejich koeficienty pfislusnymi ma-
lymi pismeny s indexy. Zatim budeme predpokladat, ze vSechna ¢isla jsou realna,
v obecnosti by to mohly byt prvky libovolného komutativniho okruhu.

V algoritmech obvykle polynomy reprezentujeme pomoci vektoru koeficienti
(o, - - -y Pn—1); oproti zvyklostem linearni algebry budeme slozky vektort v celé této
kapitole indexovat od 0. Poétu koeficientt n budeme fikat velikost polynomu |P|.
Casovou slozitost algoritmu budeme vyjadfovat vzhledem k velikostem polynomt
zadanych na vstupu. Budeme predpokladat, ze s realnymi ¢isly umime pracovat
v konstantnim ¢ase na operaci.

Pokud pfidame novy koeficient p,, = 0, hodnota polynomu se pro zadné = ne-
zmeéni. Stejné tak je-li nejvyssi koeficient p,,_1 nulovy, mtzeme ho vynechat. Takto
muzeme kazdy polynom zmensit na normdlns tvar, v némz ma budto nenulovy nej-
vyssi koeficient, nebo nemé vibec zadné koeficienty — to je takzvany nulovy polynom,
ktery pro kazdé x roven nule. Nejvyssi mocniné s nenulovym koeficientem se fika
stupen polynomu deg P, nulovému polynomu pfifazujeme stupen —1.

S polynomy zachazime jako s vyrazy. S¢itani a odeéitani je primocaré, ale
podivejme se, co se déje pii ndsobeni:

n—1 m—1
Pla)-Qx) = <Z pi ﬂ) ' <Z q x7) = piga".
i=0 = v

Tento sou¢in miizeme zapsat jako polynom R(z), jehoz koeficient u z* je roven
Tk = Poqk +DP1qk—1+ - . .+ Pprqgo. Nahlédneme, Ze polynom R ma stupen deg P+deg @
a velikost |P| + |Q| — 1.

Algoritmus, ktery pocita soucin dvou polynomu velikosti n pfimo podle defini-
ce, proto spotiebuje ¢as ©(n) na vypodet kazdého koeficientu, takze celkem ©(n?).
Podobné jako u nasobeni ¢isel, i zde se budeme snazit najit efektivnéjsi zpisob.
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Grafy polynomu

Odboc¢me na chvili a uvazujme, kdy dva polynomy povazujeme za stejné. Na to
se d4 nahliZet vice zptisoby. Budto se na polynomy mutzeme divat jako na vyrazy
a porovnavat jejich symbolické zapisy. Pak jsou si dva polynomy rovny pravé tehdy,
maji-li po normalizaci stejné vektory koeficientti. Tehdy fikame, ze jsou identické
a obvykle to zna¢ime P = Q.

Nebo muzeme porovnavat polynomy jako realné funkce. Polynomy P a @ jsou
si rovny (P = Q) pravé tehdy, je-li P(z) = Q(z) pro vSechna z € R. Identicky rovné
polynomy si jsou rovny i jako funkce, ale musi to platit i naopak? Nasledujici véta
ukaze, Ze ano, a Ze dokonce staci rovnost pro konecény pocet x.

Véta: Budte P a @ polynomy stupné nejvySe d. Pokud plati P(z;) = Q(x;) pro

navzajem ruzna c¢isla xg, ..., x4, pak P a @ jsou identické.

Diikaz: Pripomenme nejprve nasledujici standardni lemma o kofenech polynomi:
Lemma: Polynom R stupné ¢ > 0 m4 nejvyse ¢ kofent (éisel «, pro néz je
R(a) =0).

Diikaz: Pokud vydélime polynom R polynomem z — « (viz cviceni ,

dostaneme R(z) = (z—a)-R/'(2)+0, kde S je konstanta. Je-li & kofenem R,

musi byt 8 = 0. Navic polynom R’ méa stuperni ¢t — 1 a stejné kofeny, jako

mél polynom R, s moznou vyjimkou kofene a.

Budeme-li tento postup opakovat t-krat, budto ndm v priibéhu do-
jdou kofeny (a pak lemma jisté plati), nebo dostaneme rovnost R(x) =
(x—aq)-...-(x—ay)-R"(z), kde R" je polynom nulového stupné. Takovy
polynom ovSem nemiize mit zadny kofen, a tim pddem nemtize mit zadné

dalsi kofeny ani R. O
Abychom dokazali vétu, staci uvazit polynom R(z) = P(x) — Q(z). Tento polynom
ma stupen nejvyse d, ovsem kazdé z Cisel zg, . . ., x4 je jeho kofenem. Podle lemmatu
musi tedy byt identicky nulovy, a proto P = Q. |

Diky predchozi vété mizeme polynomy reprezentovat nejen vektorem koefici-
enti, ale také vektorem funkcénich hodnot v néjakych smluvenych bodech — tomuto
vektoru budeme fikat graf polynomu. Pokud zvolime dostate¢né mnoho bodt, je
polynom svym grafem jednoznac¢né urcen.

V této reprezentaci je nasobeni polynomu trividlni: Soucin polynomu P a () ma
v bodé z hodnotu P(x)-Q(z). Stadi tedy grafy vynasobit po slozkdch, coz zvlddneme
v linedrnim case. Jen je potfeba dat pozor na to, Ze soucin ma vyssi stupen nez
jednotlivi ¢initelé, takze musime polynomy vyhodnocovat ve dvojnasobném poctu
bodu.

Algoritmus NASOBEN{POLYNOMU

1. Jsou dany polynomy P a @ velikosti n, urcené svymi koeficienty.
Bez jmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze hornich n/2 koeficientl
je u obou polynomti nulovych, takze sou¢in R = P - @ bude také
polynom velikosti n.
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2. Zvolime navzajem riuzné ¢isla xg,...,Tp_1.
3. Spocitdme grafy polynomii P a @Q, ¢ili vektory (P(zg), ..., P(zp—1))
a (Q(zg),...,Q(zn-1)).

4. 7 toho vypocteme graf soufinu R vyndsobenim po slozkach: R(z;) =

5. Nalezneme koeficienty polynomu R tak, aby odpovidaly grafu.
Krok 4 trvd ©(n), takze rychlost celého algoritmu stoji a pada s efektivitou pfevo-
da mezi koeficientovou a hodnotovou reprezentaci polynomi. To obecné neumime
v lep$im nez kvadratickém case, ale zde mame moznost volby bodu zg,...,z,_1,
takze si je zvolime tak Sikovné, aby prevod Sel provést rychle.

Vyhodnoceni polynomu metodou Rozdél a panuj

Nyni se pokusime sestrojit algoritmus pro vyhodnoceni polynomu zalozeny na
metodé Rozdél a panuj. Sice tento pokus nakonec selze, ale bude pou¢né podivat se,
pro¢ a jak selhal.

Uvazujme polynom P velikosti n, ktery chceme vyhodnotit v n bodech. Body si
zvolime tak, aby byly spdrované, tedy aby tvorily dvojice lisici se pouze znaménkem:
:|:3?0, :|:$1, ey il’n/271~

Polynom P muzeme rozlozit na ¢leny se sudymi exponenty a na ty s lichymi:

P(z) = (pox° + paa® + ...+ pp_2a™ ) + (prat + psz® + ...+ o1z,
Navic mizeme z druhé zavorky vytknout z:
P(z) = (pox° + pax® 4+ ... + pnox™ ) +x- (pr12° +psz + ...+ pp_12™ ).

V obou zavorkach se nyni vyskytuji pouze sudé mocniny x. Proto mizeme kazdou
zévorku povazovat za vyhodnoceni n&jakého polynomu velikosti n,/2 v bodé 22, tedy:
P(z) = P,(2*) + x - Py(z?),

kde: L
Py(t) = pot® + pot’ + ...+ ppat 7,
n—2
Py(t) =pit® + pst' + ... 4+ pp_at 7 .
Navic pokud podobnym zptsobem dosadime do P hodnotu —z, dostaneme:
P(—x) = Py(2?) — z - Py(z?).

Vyhodnoceni polynomu P v bodech +xo,..., &,/ tedy miZeme prevést
na vyhodnoceni polynomti P, a P, poloviéni velikosti v bodech 2%, ... ,xi J2-1°

To naznaduje algoritmus s ¢asovou slozitosti T'(n) = 2T(n/2) + O(n) a z Ku-
chaikové véty vime, Ze takova rekurence méa feseni T'(n) = O(nlogn). JenZe ouvej,
tento algoritmus nefunguje: druhé mocniny, které predame rekurzivnimu volani, jsou
vzdy nezaporné, takze uz nemohou byt spravné sparované. Tedy ... alespon dokud
pocitame s realnymi ¢isly.

Ukazeme, ze v oboru komplexnich ¢isel uz muzeme zvolit body, které budou
spravné sparované i po nékolikerém umocnéni na druhou.
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Cvicéeni

1.

HX

Odvodte déleni polynomt se zbytkem: Jsou-li P a Q polynomy a deg@ > 0,
pak existuji polynomy R a S takové, ze P = QR + S a deg S < deg Q. Zkuste
pro toto déleni nalézt co nejefektivnéjsi algoritmus.

Pievod grafu na polynom v obecném piipadé: Hledame polynom stupné nejvy-

e n, ktery prochazi body (xo,%0),- - ., (Zn, Yn) Pro ; navzijem razna. Pomuze
Lagrangeova interpolace: definujme polynomy
Aj(x)

Aj(@) = [[(= =), Bj)

= I P) = 3 By(),

by Hk;ﬁj(gcj — ) zj:

Dokazte, ze deg P < n a P(x;) = y; pro vSechna j. K tomu pomtize rozmyslet
si, jak vyjde A;(zy) a Bj(xy).

Sestrojte co nejrychlejsi algoritmus pro Lagrangeovu interpolaci z predchoziho
cviceni.

Jiny pohled na interpolaci polynomt: Hleddme-li polynom P(z) = ZZ:O prak
prochézejici body (zo,y0),- - -, (Zn,yn), FeSime vlastné soustavu rovnic tvaru
>k pkm;? =y, pro j = 0,...,n. Rovnice jsou linedrni v nezndmych py, ..., py,
takze hledame vektor p spliujici Vp =y, kde V je takzvand Vandermondova
matice s Vji, = :17;C Dokazte, Ze pro x; navzdjem rtzna je matice V reguldrni,
takZe soustava rovnic ma pravé jedno feseni.

Pro odpaleni jaderné bomby je potfeba, aby se na tom shodlo alespon k z cel-
kového poctu n generalt. Vymyslete, jak z odpalovaciho kédu odvodit n kli¢a
pro generaly tak, aby libovolna skupina k generalti uméla ze svych klica kod
vypocitat, ale zadna mensi skupina nemohla o kédu zjistit nic nez jeho délku.

1.2. Intermezzo o komplexnich c¢islech

V této kapitole budeme pocitat s komplexnimi ¢isly. Zopakujme si proto, jak

se s nimi zachézi.

Zakladni operace

® Definice: C = {a +bi| a,b € R}, i? = —1.

e Sc¢itani a od¢itani: (a + bi) £ (p + ¢i) = (a £ p) + (b £ g)i.

e Nasobeni: (a+bi)(p+qi) = ap+aqi+bpi+bqi® = (ap—bq)+(ag+bp)i.
Pro a € R je a(a + bi) = aa + abi.

e Komplexni sdruzeni: a + bi = a — bi.
T=x,2fy=04y, Ty =727, 27T = (a+bi)(a—bi) = a®>+b* € R.

e Absolutni hodnota: |z| = vz - T, takze |a + bi| = va? + b2.
Také |az| = || - |x| pro @ € R (pozdé&ji uvidime, ze to plati i pro
a komplexni).

e Déleni: Podil x/y rozsifime ¢islem ¥ na (z-3)/(y - 7). Nyni je jme-
novatel realny, takze muzeme vydélit kazdou slozku ditatele zvIast.
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Gaussova rovina a goniometricky tvar(!)

e Komplexnim ¢&islim piitadime body v R?: a + bi <+ (a, b).

e |z| vyjadfuje vzdalenost od bodu (0,0).

® |z| = 1 pro ¢isla lezici na jednotkové kruznici (komplezni jednotky).
Pak plati @ = cos ¢ + isin ¢ pro néjaké ¢ € [0, 2m).

® Pro libovolné z € C: x = |z| - (cos p(z) + isin p(z)).
Cislu ¢(z) tikdme argument ¢isla x a nékdy ho také znac¢ime arg .
Argumenty jsou periodické s periodou 2w, ¢asto se normalizuji do
intervalu [0, 27).

e Navic ¢(Z) = —p(x), uvazujeme-li argumenty modulo 2.

|z| - (cos ¢ +isin )

Obr. 1.1: Goniometricky tvar komplexniho ¢isla

Exponencialni tvar

e Eulerova formule: e'¥ = cos ¢ + isin ¢.

® Kazdé = € C lze tedy zapsat jako |z| - e!#(*),

e Nésobent: zy = (ja| - ¢#()) - ([y| - 1)) = [g] - [y] - eI(#()Ho)
(absolutni hodnoty se nésobi, argumenty séitaji).

 Umociiovéni: Pro a € R je 2 = (|| -eiw(w))a = |z|® - elee(@),

Odmocniny z jednicky

Odmocnovani v komplexnich ¢islech neni obecné jednoznac¢né: jestlize treba
budeme hledat &tvrtou odmocninu z jednicky, totiz fesit rovnici z* = 1, nalezneme
hned ¢tyfi feSeni: 1, —1, 1 a —i.

() Rik4 se ji podle slavného némeckého matematika Carla Friedricha GauBe, jenz
je znadmy spis jako Carolus Fridericus Gauss — sva dila totiz stejné jako vétsina védci
18. stoleti psal latinsky.
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Prozkoumejme nyni obecnéji, jak se chovaji n-té odmocniny z jednicky, tedy
komplexni kofeny rovnice ™ = 1:

e Jelikoz || = |2|™, musi byt |z| = 1. Proto z = e!¥ pro néjaké ¢.
e M4 platit 1 = 2™ = %™ = cos pn + isin ¢n. To nastane, kdykoliv
wn = 2kn pro néjaké k € Z.

2kmi/n

Dostavame tedy n rtiznych n-tych odmocnin z 1, totiz e prok=0,...,n—1.

Neékteré z téchto odmocnin jsou ovsem specialni:

Definice: Komplexni ¢islo x je primitivni n-t4 odmocnina z 1, pokud ™ = 1 a zadné
z &isel z', 22, ..., 2" neni rovno 1.

Priklad: Ze ¢tyf zminénych ¢tvrtych odmocnin z 1 jsou i a —i primitivni a druhé
dvé nikoliv (ovéite sami dosazenim). Pro obecné n > 2 vzdy existuji alesponn dvé
primitivni odmocniny, totiz &isla w = €2™/" a w = e~ 27/" Plati totiz, ze w’ =
e2™9/™ 4 to je rovno 1 pravé tehdy, je-li j nasobkem n (jednotlivé mocniny ¢isla w
postupné obihaji jednotkovou kruznici). Analogicky pro @.

Obr. 1.2: Primitivni pat4 odmocnina z jednicky w a jeji mocniny

Pozorovani: Pro sudé n a libovolné ¢islo w, které je primitivni n-tou odmocninou
z jednicky, plati:
o ) £ wk kdykoliv 0 < j < k < n. Staéi se podivat na podil
wk W) = wF=I. Ten nemiize byt roven jedné, protoze 0 < k —j <n
a w je primitivni.
® Pro sudé n je w™? = —1. Plati totiz (w™?)? = w" = 1, takze w"/?
je druha odmocnina z 1. Takové odmocniny jsou jenom dvé: 1 a —1,
ovSem 1 to byt nemitze, protoze w je primitivni.

Cvicéeni
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1. Dokazte, ze pro kazdou primitivni n-tou odmocninu z jednicky « plati, ze a =
wt, kde w = €*™/" a t je piirozené &slo nesoudélné s n. Kolik primitivnich
n-tych odmocnin tedy existuje?

1.3. Rychla Fourierova transformace

Ukazeme, ze primitivnich odmocnin 1ze vyuzit k zachrané parovaciho algoritmu
na vyhodnocovéani polynomi z oddilu m

Nejprve polynomy doplnime nulami tak, aby jejich velikost n byla mocninou
dvojky. Poté zvolime néjakou primitivni n-tou odmocninu z jednicky w a budeme po-
lynom vyhodnocovat v bodech w®,w!, ..., w™ 1. To jsou navzajem riizni komplexni
¢isla, ktera jsou spravné sparovana: hodnoty w2 w b seod W, .. w2 g
pouze znaménkem. To snadno ovéfime: pro 0 < j < n/2 je W = 20 = I,
Navic w? je primitivni (n/2)-t4 odmocnina z jednicky, takze se rekurzivné voldme
na problém téhoz druhu, ktery je spravné sparovany.

N&s plan pouzit metodu Rozdél a panuj tedy nakonec vysel: opravdu mame
algoritmus o slozitosti ©(nlogn) pro vyhodnoceni polynomu. Jesté ho upravime
tak, aby misto s polynomy pracoval s vektory jejich koeficientt ¢i hodnot. Tomuto
algoritmu se k& FFT, vzapéti prozradime, proc.

Algoritmus FFT (rychld Fourierova transformace)

Vstup: Cislo n = 2F, primitivni n-t4 odmocnina z jedni¢ky w a vektor

(o, - - -, Pn—1) koeficientt polynomu P

1. Pokud n =1, polozime yy < pg a skoncime.
2. Jinak se rekurzivné zavolame na sudou a lichou ¢ast koeficienti:
3' (307 ey Sn/2—1) — FFT(TL/Q,LUZ, (pOap23p4a cee 7pn—2))~

(&)7 cee 7£n/271) — FFT(”/27W27 (plap3ap57 cee 7pn—1))-

7 graft obou ¢asti poskladame graf celého polynomu:

Proj=0,...,n/2—1:

Y; < 85+ wl - ¢; <A mocninu W pribéiné prepocitdvime
8. Yjgn/2 < 85 — wl - 4 4
Vystup: Graf polynomu P, tedy vektor (yo,...,yn—1), kde y; = P(w?)

NS o

Vyhodnotit polynom v mocninéch ¢isla w umime, ale jeSté nejsme v cili. Potte-
bujeme umét provést dostatecné rychle i opa¢ny prevod — z hodnot na koeficienty.
K tomu ndm pomiize podivat se na vyhodnocovani polynomu trochu abstraktnéji
jako na néjaké zobrazeni, které jednomu vektoru komplexnich ¢isel ptifadi jiny vek-
tor. Toto zobrazeni matematici potkavaji v mnoha rtznych kontextech uz po staleti
a nazyvaji ho Fourierovou transformaci.

Definice: Diskrétni Fourierova transformace (DFT) je zobrazeni F : C™ — C™, které
vektoru x prifadi vektor y dany prepisem

n—1

= g zp - Wik,
k=0
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kde w je néjaka pevné zvolend primitivni n-t4 odmocnina z jedné. Vektor y se nazyva
Fourieriv obraz vektoru x.

Jak to souvisi s nasim algoritmem? Pokud ozna¢ime p vektor koeficient po-
lynomu P, pak jeho Fourierova transformace F(p) neni nic jiného neZ graf tohoto
polynomu v bodech w°,...,w" . To ovéfime snadno dosazenim do definice. Algo-
ritmus tedy poéitd diskrétni Fourierovu transformaci v ¢ase ©(nlogn). Proto se mu
tikd FFT — Fast Fourier Transform.

Také si v§imnéme, ze DFT je linedrni zobrazeni. Jde proto zapsat jako nasobeni
néjakou matici 2, kde €5, = w’ k. Pro pfevod grafu na koeficienty potfebujeme najit
inverzni zobrazeni uréené inverzni matici Q1.

I =, pojdme zkusit, zda hledanou inverzni matici neni €.

Jelikoz w™
Lemma: Q- Q = n - E, kde E je jednotkova matice.

Drikaz: Dosazenim do definice a elementarnimi pravami:

n—1 n—1 n—1
(-Q)jk =) Q- Q= > W -wlh =3 ' o
=0 =0 =0

n—1 n—1 n—1
_ Zw]e . (w—l)zk _ ije cwtk — } :w(J—k)é.
=0 =0 =0

Posledni suma je ovSem geometricka fada. Pokud j = k, jsou vSechny ¢leny fady jed-
nicky, takze se sectou na n. Pro j # k pouzijeme znamy vztah pro soucet geometrické
fady s kvocientem g = w?*:

wl=Fn _1

’ qn__1
Zq qg—1 wi=k —1

Posledni rovnost plati diky tomu, ze w0 %" = (w)i~F = 19-F = 1, takze citatel
zlomku je nulovy; naopak jmenovatel ur¢ité nulovy neni, jelikoz w je primitivni
al<|j—k|<n. O
Diisledek: 271 = (1/n) - Q.

Matice €2 tedy je regularni a jeji inverze se kromé vydéleni n 1isi pouze komplex-
nim sdruzenim. Navic &islo @ = w™! je také primitivni n-tou odmocninou z jednicky,
takze az na faktor 1/n se jedna opét o Fourierovu transformaci a mtZeme ji spocitat
stejnym algoritmem FFT. Shriime, co jsme zjistili, do nasledujicich vét:

Véta: Je-li n mocnina dvojky, lze v ¢ase O(nlogn) spoéitat diskrétni Fourierovu
transformaci v C" i jeji inverzi.

Véta: Polynomy velikosti n nad télesem C lze nésobit v ¢ase O(nlogn).

Dikaz: Nejprve vektory koeficientti doplnime n nulami. Poté pomoci DFT v cCase
O(nlogn) prevedeme oba polynomy na grafy, v ©(n) vynisobime grafy po slozkéch
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a vysledny graf pomoci inverzni DFT v ¢ase ©(n log n) pfevedeme zpét na koeficienty
polynomu. ]

Fourierova transformace se kromé nasobeni polynomt hodi i na ledacos jiného.
Své uplatnéni nachazi nejen v dalsich algebraickych algoritmech, ale také ve fyzi-
kalnich aplikacich — odpovida totiz spektralnimu rozkladu signalu na siny a cosiny
o ruznych frekvencich. Na tom jsou zaloZeny naptiklad algoritmy pro filtrovani zvu-
ku, pro kompresi zvuku a obrazu (MP3, JPEG), nebo tfeba rozpoznavani feéi. Néco
z toho naznacime ve zbytku této kapitoly.

Cviceni
1. O jakych vlastnostech vektoru vypovida nulty a (n/2)-ty koeficient jeho Fou-
rierova obrazu?

2. Spocitejte Fourierovy obrazy nasledujicich vektoru z C™:
® (z,...,1)
e (1,-1,1,-1,...,1,-1)
¢ (1,0,1,0,1,0,1,0)
o (W whw? . .. W)

o (W0 w2 Wt ... w2

3. Inspirujte se pfedchozim cvicenim a najdéte pro kazdé j vektor, jehoz Fouriertiv
obraz mé na j-tém misté jednicku a vSude jinde nuly. Jak z toho pfimo sestrojit
inverzni transformaci?

Co vypovida o vektoru (n/4)-ty koeficient jeho Fourierova obrazu?

5.  Méjme vektor y, ktery vznikl rotaci vektoru x o k pozic (y; = X(j4k) mod n)-
Jak spolu souvisi F(x) a F(y)?

6. Fourierova bdze: Uvazujme systém vektort b?, ... ,b"~! se slozkami b, =

W’k /\/n. Dokaite, Ze tyto vektory tvoii ortonormalni béazi prostoru C", po-
kud pouzijeme standardni skaldrni soucin nad C: (x,y) = >_,x,¥y;. Slozky
vektoru x vzhledem k této bazi pak jsou (x,b°),...,(x,b""1) (to plati pro
libovolnou ortonormalni bazi). Uvédomte si, Ze tyto skaldrni souciny odpovidaji
definici DFT, tedy aZ na konstantu 1/4/n.

7* Volba w: Ve Fourierové transformaci méme volnost v tom, jakou primitivni
odmocninu w si vybereme. Ukazte, ze Fourierovy obrazy pro rtizné volby w se
lis1 pouze poradim slozek.

1.4.* Spektralni rozklad

Ukézeme, jak FF'T souvisi s digitdlnim zpracovanim signalu — pro jednoduchost
jednorozmeérného, tedy tieba zvuku.

Uvazujme realnou funkci f definovanou na intervalu [0, 1). Pokud jeji hodnoty
navzorkujeme v n pravidelné rozmisténych bodech, ziskdme vektor f € R™ o slozkach
f; = f(j/n). Co o funkci f vypovida Fourieriiv obraz vektoru f?
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Lemma R (DFT realného vektoru): Je-li x realny vektor z R"™, jeho Fourieriv obraz
y = F(x) je antisymetricky: y; = Y,—; pro vSechna j.
Diikaz: 7 definice DFT vime, ze

Yn—j = E XMk = g xpwFIR = E xpw Ik = E x, 7 F.
k k k k

JelikoZ komplexni sdruzeni lze distribuovat pfes aritmetické operace, plati y,—; =
3. Xk - wIF| coz je pro realné x rovno Y, xpw’t =y, O
Disledek: Specialné yo = ¥ a y,/2 = ¥n/2, takZe obé tyto hodnoty jsou realné.
Lemma A (o antisymetrickych vektorech): Antisymetrické vektory v C™ tvoii vek-
torovy prostor dimenze n nad télesem realnych cisel.

Diikaz: Ovétime axiomy vektorového prostoru. (To, Ze prostor budujeme nad R, a ni-
koliv nad C, je dulezité: nasobeni vektoru komplexnim skalarem obecné nezachovava
antisymetrii.)

Co se dimenze tyce: V antisymetrickém vektoru y jsou slozky yo a y,, /o real-

né, u slozek yi,...,yn/2—1 mizeme volit jak realnou, tak imagindrni ¢ast. Ostatni
slozky tim jsou uz jednoznacné dany. Vektor je tedy urcen n nezavislymi redlnymi
parametry. O

Definice: V dalsim textu zvolme pevné n a w = e2™/". Oznadime e, s* a c* vektory

ziskané navzorkovanim funkei e?*™i® sin 2k7x a cos 2kmz (komplexni exponenciéla,
sinus a cosinus s frekvenci k) v n bodech intervalu [0, 1).

AR AL

VAAL AAAAS
\/V\/ WVV

Obr. 1.3: Vektory s* a c* pii vzorkovani v 8 bodech

Lemma V (o vzorkovéani funkci): Fourierfiv obraz vektort e, s

0 < k < n/2 néasledovné:

k a ck vypada pro

F(e*)=(0,...,0,n,0,...,0),
F(s*) =(0,...,0,n/2i,0,...,0,-n/2i,0,...,0),
F(c®)=(0,...,0,n/2,0,...,0,n/2,0,...,0),
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pricemz prvni vektor mé nenulu na pozici n — k, dalsi dva na pozicich k a n — k.
Zatimco vztah pro F(e*) funguje i s k = 0 a k = n/2, siny a cosiny se cho-
vaji odligné: s® i s/2 jsou nulové vektory, takze F(s°) a F(s/?) jsou také nulové;
c’ je vektor samych jedni¢ek s F(c®) = (n,0,...,0) a ¢/? = (1,—1,...,1,—1)
s F(c"/?) =(0,...,0,n,0,...0) s n na pozici n/2.
Diikaz: Pro e* si sta¢i véimnout, Ze e? = e2kmij/n — oik2mi/n — ik Proto t-ta
slozka Fourierova obrazu vyjde 3 wikwit = 3 ; W+t To je opét geometrické
fada, podobné jako u odvozeni inverzni FT. Pro t = n — k se seCte na n, vSude jinde

na 0. Vektory s* a c* nechavame jako cviceni. O
Vimnéme si nyni, 7e realnou linearni kombinaci vektort F(s'),..., F(s"/271)
a F(c%),..., F(c™?) mizeme ziskat libovolny antisymetricky vektor. Jelikoz DFT
je linearni, plyne z toho, Ze linearni kombinaci s',...,s™/2 T ac?, ..., c"/? lze ziskat
libovolny realny vektor. Presnéji to fikd nasledujici véta:
Véta: Pro kazdy vektor x € R" existuji redlné koeficienty ap, ..., a,/2 a2 Bo, ..., Bn/2
takové, ze:
n/2
x = Z (arck + Bis®) . (%)
k=0

Tyto koeficienty jdou navic vypocist z Fourierova obrazu
y = ]:(X) = ((10 + boi,...,an_1+ bn—li)

takto:
ap = ag/n,

a; =2a;/n proj=1,...,n/2,
BOZBn/onv
Bj =—2bj/n proj=1,...,n/2—1.

Diikaz: Jelikoz DFT ma inverzi, mizeme bez obav fourierovat obé strany rovnice ().
Tedy chceme, aby platilo y = F(3°, axs® + Bic*). Suma na pravé strané je piitom
diky linearité F rovna Y, (a F(s*)+ B8, F(c*)). Ozna¢me tento vektor z a za vydatné
pomoci lemmatu V vypocitejme jeho slozky:
* K z, piispiva pouze ¢’ (ostatni s* a ¢ maji nultou slozku nulovou).
TakZe zg = apcd = (ag/n) - n = ag.
e Kz proj=1,...,n/2 — 1 piispivaji pouze ¢/ a s’: z; = ajcg +
ﬂjsg =2a;/n-n/2—2bj/n-n/2i = a; + b;i.
® K z,/; piispiva pouze c/?
n/2 = Qp/2-

, takze analogicky vyjde z,, /o = 2a,,/2/n-

Vektory z a y se tedy shoduji v prvnich n/2 + 1 slozkdch (nezapomeiite, Ze
bo = b,z = 0). Jelikoz jsou oba antisymetrické, musi se shodovat i ve zbyvajicich
slozkéch. g
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Dusledek: Pro libovolnou redlnou funkci f na intervalu [0, 1) existuje linedrni kom-
binace funkei sin2kma a cos2kmx pro k = 0,...,n/2, kterd neni pfi vzorkovani
v n bodech od dané funkce f rozlisitelna.

To je diskrétni ekvivalent zndmého tvrzeni o spojité Fourierové transformaci,
podle néjz kazdou ,dostatecné hladka“ periodicka funkce lze linedrné nakombinovat
ze sinli a cosintl o celo¢iselnych frekvencich.

To se hodi napiiklad pfi zpracovani zvuku: jelikoz accos x+ G sinz = Asin(z+)
pro vhodné A a ¢, mtzeme kterykoliv zvuk rozlozit na sinusové tény o rtznych frek-
vencich. U kaZzdého ténu ziskdme jeho amplitudu A a fazovy posun ¢, coz je vlastné
(az na néjaky nasobek n) absolutni hodnota a argument pivodniho komplexniho
Fourierova koeficientu. Tomu se tikéa spektrdlni rozklad signélu a diky FFT ho mi-
zeme z navzorkovaného signalu spocitat velmi rychle.

Cviceni
1. Dokazte ,inverzni“ lemma R: DFT antisymetrického vektoru je vzdy realna.

2. Dokazte zbytek lemmatu V: Jak vypada F(s*) a F(c*)?

3X* Analogii DFT pro redlné vektory je diskrétni cosinovd transformace (DCT).
Z DFT v C" odvodime DCT v R"/2*1. Vektor (o, . . . , Tr/2) doplnime jeho zr-
cadlovou kopii na x = (29,1, ..., Ty 2, Tn/2—1,- - -, Z1). To je redlny a antisyme-
tricky vektor, takze jeho Fourieriv obraz y = F(x) musi byt podle lemmatu R
a cviceni l také realny a antisymetricky: y = (yo,y1,-- s ¥n/2: Yn/2—1- -+ Y1)
Vektor (yo, - - .,Yn/2) prohlasime za vysledek DCT. Rozepsénim F~'(y) podle
definice dokazte, Ze tento vysledek popisuje, jak zapsat vektor x jako linearni
kombinaci cosinovych vektorii ¢, ..., ¢c"2. Oproti DFT tedy pouzivame pouze

cosiny, zato vSak o dvojnasobném rozsahu frekvenci.

4.  Konwoluce vektorti x a y je vektor z = x x y takovy, ze z; = ), Xp¥j—k,
pricemz indexujeme modulo n. Tuto sumu si mizeme predstavit jako skalarni
soucin vektoru x s vektorem y napsanym pozpatku a zrotovanym o j pozic.
Konvoluce ndm tedy fekne, jak tyto ,pretocené skaldrni souciny“ vypadaji pro
vSechna j. Dokazte nasledujici vlastnosti:

a) x+xy =y +*x (komutativita)

b) xx (y*z) = (x*xy)*2z (asociativita)

c) x* (ay + fBz) =a(x*xy)+ f(x*2z) (bilinearita)

d) F(xxy) = F(x)0F(y), kde ® je soucin vektori po slozkach. To
nam déva algoritmus pro vypocet konvoluce v éase ©(nlogn).

5. Vyhlazovdni signdlu: Méjme vektor x namérenych dat Obvykly zpusob, jak je
vycistit od Sumu, je transformace typu y; = 1xj 1+ x] + x]H Ta ,,obrousi
$picky“ tim, ze kazdou hodnotu zprimeéruje s okolmml Pokud budeme x inde-
xovat cyklicky, jedna se o konvoluci x*z, kde z je maska tvaru (2, 7:0,...,0, i)
Fouriertiv obraz F(z) ndm ¥ik4, jak vyhlazovani ovliviiuje spektrum. Napfiklad
pro n = 8 vyjde F(z) =~ (1,0.854,0.5,0.146,0,0.146,0.5,0.854), takZe stejno-
smérna slozka signalu c® ziistane nezménéna, naopak nejvyssi frekvence c* zcela
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zmizi a pro ostatni cF a s* plati, Ze ¢im vyssi frekvence, tim vic je tlumena.
Tomu se tikd dolni propust — nizké frekvence propusti, vysoké omezuje. Jak
vypadé propust, ktera vynuluje c* a ostatni frekvence propusti beze zmény?

6. Zpét k polynomiam: Uvédomte si, Ze to, co se déje pfi nasobeni polynomu s jejich
koeficienty, je také konvoluce. Jen musime doplnit vektory nulami, aby se ne-
projevila cykli¢nost indexovani. Takze vztah F(x*y) = F(x) ©F(y) z cviceni ]
je jenom jiny zapis naseho algoritmu na rychlé nasobeni polynom.

7¥* Diagonalizace: Mé&me vektorovy prostor dimenze n a linedrni zobrazeni f v ndm.Jj

Zvolime-li néjakou bazi, muzeme vektory zapisovat jako n-tice Cisel a zobraze-

ni f popsat jako nasobeni n-tice vhodnou matici A tvaru n x n. Nékdy se

povede najit bazi z vlastnich vektort, vzhledem k niz je matice A diagondlni —
ma nenulova ¢isla pouze na diagonéle. Tehdy umime soucin Ax spocitat v case

O(n). Pro jeden soudin se to malokdy vyplati, protoze pfevod mezi bazemi byva

pomaly, ale pokud jich chceme pocitat hodné, pomuze to.

Rozmyslete si, Ze podobné se mizeme divat na DFT. Konvoluce je bilinearni
funkce na C™, coz znamena, Ze je linedrni v kazdém parametru zv1ast. Zvolime-li
bézi, muzeme kazdou bilinedrni funkci popsat trojrozmérnou tabulkou n xn xn
¢isel (to uz neni matice, ale tenzor tretiho fddu). Vztah F(xxy) = F(x) © F(y)
pak miizeme vylozit takto: F prevadi vektory z kanonické baze do Fourierovy
bdze (viz cviceni , vzhledem k niZ je tenzor konvoluce diagonalni (m4
jednicky na ,télesové thlopticce” a vSude jinde nuly). Pomoci FFT pak miizeme
mezi bazemi prevadét v case O(nlogn).

8* Pii zpracovani obrazu se hodi dvojrozmérnd DFT, ktera matici X € C™*"
prifadi matici Y € C"*" takto (w je opét primitivni n-t4 odmocnina z jedné):

Yk = § Xu’uijJrkv-

uU,v

Ovéite, Ze 1 tato transformace je bijekce, a odvodte algoritmus na jeji efektivni
vypocet pomoci jednorozmérné FFT. Fyzikalni interpretace je podobna: Fourie-
ruv obraz popisuje rozklad matice na ,,prostorové frekvence®. Také lze odvodit
dvojrozmérnou cosinovou transformaci, na niz je zaloZeny napiiklad kompresni
algoritmus JPEG.

1.5.* Dalsi varianty FFT

FFT jako hradlova sit

Zkusme pribéh algoritmu FFT znazornit graficky. Na levé strané obrézkum
se nachédzi vstupni vektor zg,...,2,—1 (v néjakém pofadi), na pravé strané pak
vystupni vektor yo, . .., yn—1. Sledujme chod algoritmu pozpatku: Vystup spocitame
z vysledku ,poloviénich® transformaci vektoru xg,x2,...,Tp_2 & T1,23,...,Tp_1.
Krouzky pfitom odpovidaji vipoctu linearni kombinace a+w*b, kde a, b jsou vstupy
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krouzku (a ptichdzi rovnég, b §ikmo) a k ¢islo uvnité krouzku. Kazda z polovi¢nich
transformaci se po¢itd analogicky z vysledkt transformace velikosti n/4 atd. Celkové
vypocet probiha v log, n vrstvach po ©(n) operacich.

Cisla nad ¢arami prozrazuji, jak jsme dosli k permutaci vstupnich hodnot na-
levo. Ke kazdému podproblému jsme napsali ve dvojkové soustavé indexy prvki
vstupu, ze kterych podproblém pocitdme. V poslednim sloupci je to cely vstup.
V predposlednim nejprve indexy koncici 0, pak ty koncici 1. O sloupec vlevo jsme
kazdou podrozdélili podle pfedposledni ¢islice atd. AZ v prvnim sloupci jsou ¢isla
uspofddand podle dvojkovych zapist ¢tenych pozpéatku. (Rozmyslete si, pro¢ tomu
tak je.)

Zo 000 @ 000 /+_O\ 000 /+'0\ 000 Yo

><;o/100 \/;;010 \ /;\001 n

£y 010 ) M@mo \\//;\010 s
g 110 ><;;110 A_@

(oo oo ><><><>§:100

100

T4

110 @Oll Y3

001

1 on Ya

Ts5 101 101 011 /A\(:/ 101 Ys

T3 011 ) 011 101 o) 110 Y6
111 111 111 / \\ 111

d 9 @ v

Obr. 1.4: Pribéh FFT pro vstup velikosti 8

Na obrazek se také mizeme divat jako na schéma hradlové sité pro vypocet
DFT. Krouzky jsou pfitom ,hradla“ pracujici s komplexnimi ¢isly. VSechny operace
v jedné vrstvé jsou na sobé nezavislé, takze je sit pocita paralelné. Sit tedy pracuje
v ¢ase O©(logn) a prostoru ©(nlogn).

Nerekurzivni FFT

Obvod z obrazku E mizeme vyhodnocovat po hladinach zleva doprava, ¢imz
ziskdme elegantni nerekurzivni algoritmus pro vypocet FFT v ¢ase O(nlogn) a pro-
storu O(n):

Algoritmus FFT2 (rychld Fourierova transformace nerekurzivné)

Vstup: Komplexni ¢isla xg, . . ., ,—1, primitivni n-t4 odmocnina z jedné w
n—1

1. Pfedpoéitame tabulku hodnot w®, w?!,. .., w
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2. Pro k=0,...,n— 1 polozime yj < x,(1), kde r je funkce bitového

zrcadleni.
3. b+1 < wvelikost bloku
4. Dokud b < n, opakujeme:
5. Pro j=0,...,n — 1 s krokem 2b opakujeme: < zacdatek bloku
6. Pro k=0,...,b— 1 opakujeme: < pozice v bloku
7. o — w(nk/2b) mod n
8. (Yjtks Yjrhtb) < Utk + O Yjrhtbs Yjrk — QO Yjtktb)
9. b+ 2b

Vystup: yo, - -, Yn—1
FFT v koneénych télesech

Nakonec dodejme, ze Fourierovu transformaci lze zavést nejen nad télesem
komplexnich ¢isel, ale i v nékterych konecénych télesech, pokud zaruéime existenci
primitivni n-t¢ odmocniny z jednicky. Naptiklad v télese Z, pro prvocislo p tvaru
2k 11 plati 28 = —1. Proto 22 =1 a 20,2, ...,2%~1 jsou navzajem rizné. Cislo 2
je tedy primitivni 2k-t4 odmocnina z jedné. To se ndm ovSem nehodi pro algoritmus
FFT, nebot 2k bude malokdy mocnina dvojky.

Zachrani nas ovSem algebraickd véta, kterd ¥ika, ze multiplikativni grupa(?
libovolného kone¢ného télesa 7, je cyklickd, tedy ze vSech p — 1 nenulovych prvk
télesa lze zapsat jako mocniny néjakého ¢isla ¢ (generdtoru grupy). Jelikoz mezi
éisly ¢°, g%, g%, ..., g?2 se kazdy nenulovy prvek télesa vyskytne pravé jednou, je g
primitivni (p—1)-ni odmocninou z jednic¢ky. V praxi se hodi napiiklad tyto hodnoty:

ep = 21611 = 65537, g = 3, takze funguje w = 3 pro n = 26
(analogicky w = 32 pro n = 2%% atd.),

o p=15-22741=2013265921, g = 31, takze pro n = 227 dostaneme
w = ¢'® mod p = 440 564 289.

o p =323 11 = 3221225473, g = 5, takze pro n = 239 vyjde
w = ¢ mod p = 125.

Blizsi prizkum na$ich tvah o FFT dokonce odhali, Ze neni ani potfeba té-
leso. Postaci libovolny komutativni okruh, ve kterém existuje pfislusna primitivni
odmocnina z jednicky, jeji multiplikativni inverze (ta ovSem existuje vZdy, protoZe
w™l = w"1) a multiplikativni inverze ¢isla n. To nam poskytuje jesté daleko vice
volnosti nez télesa, ale neni snadné takové okruhy hledat.

Vyhodou téchto podob Fourierovy transformace je, ze na rozdil od té klasické
komplexni nejsou zatizeny zaokrouhlovacimi chybami (komplexni odmocniny z jed-
nicky maji obé slozky iracionalni). To se hodi napfiklad v algoritmech na nasobeni
velkych ¢isel — viz cviceni f

2) To je mnozina vSech nenulovych prvki télesa s operaci nasobeni.
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Cvicéeni

1.
2X

Navrhnéte, jak pocitat bitové zrcadleni v algoritmu FFT2.

Pomoci FFT lze rychle nasobit ¢isla. Kazdé n-bitové ¢islo x mutzeme rozlozit
na k-bitové bloky xo,...,2m—1 (kde m = [n/k]). To je totéz, jako kdybychom
ho zapsali v soustavé o zédkladu B = 2%: z = " j x;B7. Pokud k ¢&islu pfifadime
polynom X (t) = 3=, ;t/, bude X(B) = .

To nadm umozinuje pfevést nasobeni ¢isel na nasobeni polynomi: Chceme-li vy-
nasobit ¢isla x a y, sestrojime polynomy X a Y, pomoci FFT vypocteme jejich
sou¢in Z a pak do néj dosadime B. Dostaneme Z(B) = X(B) - Y (B) = zy.
Na RAMu pfitom mtzeme zvolit & = ©(logn), takZze s ¢isly polynomidlné vel-
kymi vzhledem k B zvlddneme pocitat v konstantnim c¢ase. Proto FFT ve vhod-
ném koneéném télese pobézi v ¢ase O(mlogm) = O(n/logn - log(n/logn)) C
O(n/logn -logn) = O(n). Zbyva domyslet, jak vyhodnotit Z(B). Spoditejte,
jak velké jsou koeficienty polynomu Z, a ukazte, ze pfi vyhodnocovani od nej-
nizsich ¥4dd jsou prenosy dostateéné malé na to, abychom vypocet Z(B) stihli
v Case O(n).

Tim jsme ziskali algoritmus na ndsobeni n-bitovych ¢isel v ¢ase ©(n).
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