1. Casova a prostorova slozitost

V minulé kapitole jsme zkusili navrhnout algoritmy pro nékolik jednoduchych
dloh. Zjistili jsme pfitom, ze pro kazdou ulohu existuje algoritmti vice. Vsechny
funguji, ale jak poznat, ktery z nich je nejlep$i? A co vlastné znamenaji pojmy ,lepsi“
a ,horsi“? Kritérii kvality mtze byt mnoho. Néas v této knize budou zajimat casové
a paméfové naroky programu, tzn. rychlost vypoctu a velikost potiebné operacni
paméti pocitace.

Jako prvni srovnavaci metoda nés nejspis napadne srovnévané algoritmy napro-
gramovat v néjakém programovacim jazyce, spustit je na vétsi mnoziné testovacich
dat a mé¥it se stopkami v ruce (nebo alespoil s témi zabudovanymi do opera¢niho
systému), ktery z nich je lepsi. Takovy postup se skuteéné v praxi pouziva, z teoretic-
kého hlediska je vSak nevhodny. Kdybychom chtéli svym kolegiim popsat vlastnosti
urc¢itého algoritmu, jen stézi nam postaci ,na mém stroji dobéhl do hodiny“. A jak
bude fungovat na jiném stroji, s odliSnou architekturou, naprogramovany v jiném
jazyce, pod jinym operac¢nim systémem, pro jinou sadu vstupnich dat?

V této kapitole vybudujeme zpusob, jak méfit dobu béhu algoritmu a jeho
paméfové naroky nezavisle na technickych podrobnostech — konkrétnim stroji, ja-
zyku, opera¢nim systému. Témto miram budeme fikat casovd a prostorovd sloZitost
algoritmu.

1.1. Jak funguji pocitace uvnitr

Definice pojmu ,poc¢ita¢* neni samoziejma. V soucasnosti i v historii bychom
jisté nasli spoustu strojui, kterym by se tak dalo fikat. Co maji spole¢ného? My
se pridrzime vSeobecné uznavané definice, kterou v roce 1946 vyslovil vynikajici
matematik John von Neumann.

Von neumannovsky pocitac se sklada z péti funkénich jednotek:
e 7{dici jednotka (Tadic¢) — koordinuje ¢innost ostatnich jednotek a ur-
¢uje, co maji v kterém okamziku délat,
e aritmeticko-logickd jednotka (ALU) — provadi numerické vypocty,
vyhodnocuje podminky, ...,
® operacni pamét — uchovava data a program,
® ystupni zarizeni — zafizeni, odkud se do pocitace dostavaji data
ke zpracovani,
® vystupni zarizeni — do tohoto zafizeni zapisuje pocitac¢ vysledky své
¢innosti.
Struktura pocitace je nezavisla na zpracovavanych problémech, na feseni pro-

blému se musi zvendi zavést névod na zpracovani (program) a musi se ulozit do
paméti; bez tohoto programu neni stroj schopen préce.
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Programy, data, mezivysledky a kone¢né vysledky se ukladaji do téze paméti.(!)
Pamét je rozdélend na stejné velké buriky, které jsou prubézné ocislované; pomoci
¢isla bunky (adresy) se da predist nebo zménit obsah builky. V kazdé buiice je
ulozeno ¢islo. Vsechna data i instrukce programu kddujeme pomoci ¢isel. Kédovani
a dekédovani zabezpecuji vhodné logické obvody v Fidici jednotce.

Po sobé jdouci instrukce programu se nachdzeji v po sobé jdoucich paméto-
vych bunkéch. Instrukcemi skoku se d4 odklonit od zpracovani instrukci v ulozeném
poradi. Existuji nasledujici typy instrukei:

e aritmetické instrukce (séitani, nasobeni, ukladani konstant, ...)

e logické instrukce (porovnani, AND, OR, ...)

e instrukce pfenosu (z paméti do ALU a opaé¢né, na vstup a vystup)
® podminéné a nepodminéné skoky

ostatni (¢ekani, zastaveni, ...)

vstupni zafizeni operaéni pameét vystupni zafizeni

aritmeticka jednotka radic

Obr. 1.1: Schéma von Neumannova
pocitade (po Sipkach tecou data a povely)

Presné specifikaci pocitace, tedy zpusobu vzajemného propojeni jednotek, je-
jich komunikace a programovani, popisu instrukéni sady, fikame architektura.

Nezabihejme do detail fungovani béznych osobnich poditaci, ¢ili popisu jejich
architektury. V kazdém z nich se vSak jednotky chovaji tak, jak popsal von Neu-
mann. Z naseho hlediska bude nejdiilezitéjsi podivat se co se déje, pokud na pocitaci
vytvofime a spustime program.

Algoritmus zapiSeme obvykle ve formé vyssiho programovaciho jazyka. Zde je
priklad v jazyce C.

() Tim se lisi von Neumannova architektura od architektury zvané harvardskd, jez
program a data dutsledné oddéluje. Vyhodou von Neumannova pocitace je kromé
jednoduchosti i to, ze program miize modifikovat sdm sebe. Vyhodou harvardské
pak moznost pristupovat k programu i dattim soucasné.
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#include <stdio.h>

int main(void)

{
static char s[] = "Hello world\n";
int i, n = sizeof(s);
for (i = 0; i < n; i++)
putchar(s[il);
return 0O;
}

Aby fidici jednotka mohla program provést, musime nejdfive spustit kompildtor
neboli prekladac. To je néjaky jiny program, ktery nas program z jazyka C prelozi do
takzvaného strojového kddu. Tedy do posloupnosti jednoduchych instrukci kédova-
nych pomoci ¢isel, jimz uz pocita¢ pfimo rozumi. Na rozdil od puvodniho pfikladu,
ktery na vSech pocitacich s prekladacem jazyka C bude vypadat stejné, strojovy kéd
se bude lisit architekturu od architektury, operacni systém od operac¢niho systému,
dokonce prekladac¢ od prekladace.

Ukazeme priklad tseku strojového kédu, ktery vznikl po prekladu naseho pii-
kladu v opera¢nim systému Linux na architektute AMDG64. Tato architektura kromé
béZzné paméti pracuje jesté s registry — téch jsou fddové jednotky, také se do nich
uklddaji &isla a jsou pristupné rychleji nez operacni pamét. MuZeme si predstavit,
ze jsou ulozené uvnitt aritmeticko-logické jednotky.

Aby se lidem jednotlivé instrukce lépe Cetly, maji pfifazeny své symbolické na-
zvy. Tomuto jazyku symbolickych instrukci se fikd assembler. Kromé symbolickych
nazvua instrukci dovoluje assembler jesté pro pohodli pojmenovat adresy a nékolik
dalsich uzite¢nych véci.

MAIN: pushq  %rbx # uschovej registr RBX na zasobnik
xorl %ebx, Jebx # vynuluj registr EBX

LOOP: movsbl str(lrbx), %edi # uloz do EDI RBX-tj znak Fetézce
incq %rbx # zvys RBX o 1
call putchar # zavolej funkci putchar z knihovny
cmpq $13, Y%rbx # uZ mame v RBX napoditédno 13 znakd?
jne LOOP # pokud ne, sko¢ na LOOP
xorl heax, ‘heax # vynuluj EAX: nastav navratovy kéd O
pPopq %rbx # vrat do RBX obsah ze z&sobniku
ret # vrat se z podprogramu

STR: .string "Hello world\n"

Kazda instrukce je zapsana posloupnosti nékolika byt. Vérime, ze ctenar si
dokaze predstavit prechozi kéd zapsany v ¢islech, a ukdzku vynechame.

Programator pisici programy v assembleru musi byt perfektné seznamen s in-
strukéni sadou procesoru, vlastnostmi architektury, technickymi detaily sluzeb ope-
racniho systému a mnoha dal$imi vécmi.
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1.2. Rychlost konkrétniho vypoctu

Dejme tomu, Ze chceme zmérit dobu béhu naseho ptikladu ,,Hello world“ z pred-
choziho oddilu. Spustime-li ho na svém pocitac¢i nékolikrat, nejspis namérime o néco
rozdilné ¢asy. Muze za to aktivita ostatnich procest, stav operacniho systému, ob-
sahy nejriznéjSich vyrovnavacich paméti a desitky dalsich véci. A to jesté ukazkovy
program necte zadna vstupni data. Co kdyby se doba jeho béhu odvijela od nich?

Takovy ptistup se tedy hodi pouze pro testovani kvality konkrétniho programu
na konkrétnim hardwaru a konfiguraci. Nezatracujeme ho, velmi ¢asto se pouziva
pro testovani programu urcenych k nasazeni v téch nejvypjatéjsich situacich. Ale
nasim cilem v této kapitole je vyvinout prostiedek na méreni doby béhu obecné
popsaného algoritmu, bez nutnosti naprogramovani v konkrétnim programovacim
jazyce a architekture. Zatim predpokladejme, Ze program dostane néjaky konkrétni
vstup.

Zapomerime odted na detaily prekladu programu do strojového kédu, zapo-
menme dokonce na detaily néjakého konkrétniho programovaciho jazyka. Algoritmy
zacneme popisovat pseudokodem. To znamend, Zze nebudeme v programech zabihat
do technickych detaild konkrétnich jazyku ¢i architektury, nicméné s jejich znalos-
t1 bude uz potom snadné pseudokdéd do programovaciho jazyka prepsat. Operace
budeme popisovat slovné, pripadné matematickou symbolikou.

Nyni spocitame celkovy pocet provedenych tzv. elementdrnich operaci. Timto
pojmem rozumime predevsim operace séitani, od¢itani, nasobeni, porovnavani; také
zakladni Fidici konstrukce, jako jsou tfeba skoky a podminéné skoky. Zkratka to, co
normalni procesor zvladne jednou nebo nejvyse nékolika instrukcemi. Elementéarni
operaci rozhodné neni naptiklad pfesun pamétového bloku z mista na misto, byt ho
zapiSeme jedinym prikazem, tfeba pri praci s textovymi fetézci.

Cas vykonéni jedné elementarni operace prohlasime za jednotkovy a zbavime se
tak jakychkoli jednotek ve vysledné dobé béhu algoritmu. V zasadé je za elementarni
operace mozné zvolit libovolnou rozumnou sadu — doba provadéni programu se tak
zméni nejvyse konstanta-krat, na ¢emz, jak za chvili uvidime, zase tolik nezélezi.

Neékolik prikladu s hvézdic¢kami

Nez pokroc¢ime déle, zkusme urcit pocet provedenych operaci u nékolika jedno-
duchych algoritmt. Ty si nejprve na ivod prectou ze vstupu prirozené ¢islo n a pak
vypisuji hvézdicky. Ukol si navic zjednodusime: misto poc¢itani viech operaci bude-
me podéitat jen vypsané hvézdicky. Ctenaf necht zkusi nejdiive u kazdého algoritmu
pocet hvézdicek spocitat sam, a teprve potom se podivat na nas vypocet.

Algoritmus HVEZDICKY1
Vstup: Cislo n

1. Prot=1,...,n opakujeme:
2. Pro j =1,...,n opakujeme:
3. Vytiskneme *.

4 2017-05-18



V algoritmu 1 vidime, ze vnéjsi cyklus se provede n-krat, vnofeny cyklus po-
kazdé také n-krat, dohromady tedy n? vytisténych hvézdidek.

Algoritmus HVEZDICKY2
Vstup: Cislo n

1. Proi=1,...,n opakujeme:
2. Pro j =1,...,i opakujeme:
3. Vytiskneme *.

Rozepisme, kolikrat se provede vnitini cyklus v zavislosti na i. Pro ¢ = 1 se
provede jedenkrat, pro i = 2 dvakrat, a tak dale, az pro ¢ = n se provede n-krat.
Dohromady se vytiskne 1 4+ 2 + 3 + ... + n hvézdicek, coz naptiklad pomoci vzorce
na soucet aritmetické fady sedteme na n(n + 1)/2.

Algoritmus HVEZDICKY3
Vstup: Cislo n

1. Dokud n > 1, opakujeme:
2. Vytiskneme *.
3. n <+ |n/2|

V kazdé iteraci cyklu se n snizi na polovinu. Provedeme-li cyklus k-krat, snizi se
hodnota n na |n/2¥|, neboli kles4 exponencialné rychle v zavislosti na poétu iteraci
cyklu. Chceme-li uréit poéet iteraci, vyfesime rovnici [n/2¢] = 1 pro neznamou /.
Vysledkem je tedy zhruba dvojkovy logaritmus n.

Algoritmus HVEZDICKY4

Vstup: Cislo n

1. Dokud je n > 0, opakujeme:

2. Je-li n liché:

3 Proi=1,...,n opakujeme:
4. Vytiskneme *.

5 n <+ |n/2|

Zde se jiz situace za¢inad komplikovat. V kazdé iteraci vnéjsiho cyklu se n snizi
na polovinu a vnofeny cyklus se provede pouze tehdy, bylo-li predtim n liché.

To, kolikrat se vnofeny cyklus provede, tedy neptijde tplné snadno vyjadrit
pouze z velikosti ¢isla n. Spocitejme, jak vypada nejdelsi mozny pribéh algoritmu,
kdy test na lichost n pokazdé uspéje. Tehdy se vytiskne h = n + [n/2]| + [n/22] +
...+ |n/2F] + ...+ 1 hvézdi¢ek. Protoze neni na prvni pohled vidét, kolik h piepsa-
né do tohoto jednoduchého vzorce vyjde, spokojime se alespon s hornim odhadem
hodnoty h.(?

{2) Nenechte se mylit — a¢ na to nevypada, odhad je naprosto exaktni pojem. V ma-
tematice to znamena libovolnou nerovnost, ktera néjakou neznamou veli¢inu omezuje

shora (horni odhad), nebo zdola (odhad dolni).
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Oznac¢me symbolem s pocet ¢lent v souctu h. Pak mizeme tento soucet upra-
vovat néasledovné:

Nejprve jsme vyuzili toho, Ze |z] < x pro kazdé z. Poté jsme vytkli n a pridali do
tfady dalsi ¢leny az do nekonecna, ¢imz soucet urcité neklesl.

Jak vime z matematické analyzy, geometrickd rada Zfio q" pro jakékoliv g €
(—1,1) konverguje a m4 soucet 1/(1 — ¢). V naSem piipadé je ¢ = 1/2, takZe soucet
fady je 2. Dostavame, Ze pocet vytisténych hvézdicek nebude vyssi nez 2n.

Protoze se v této kapitole snazime vybudovat miru doby béhu algoritmu a ni-
koli poctu vytisténych hvézdicek, ukazeme u nasich piikladi, Ze z poctu vytisténych
hvézdicek vyplyva i fadovy pocet vsech provedenych operaci. V algoritmu 1 na vy-
tisténi jedné hvézdicky provedeme maximalné Ctyfi operace: zménu promeénné j,
mozna jesté zménu promeénné ¢ a testy, zdali neskonéil vnitini ¢i vnéjsi cyklus. V al-
goritmech 2 a 3 je to velmi podobné — na vytisténi jedné hvézdicky potfebujeme
maximélné ¢tyti dalsi operace.

Algoritmus 4 v pfipadé, Zze vSechny testy lichosti uspéji, pro tisk hvézdicky
provede zménu proménné ¢, maximalné jeden test lichosti, maximalné jednu aritme-
tickou operaci s n a podminény skok. Co vSak je-li nékdy v priubéhu n sudé? Co kdyz
test na lichost uspéje pouze jednou nebo dokonce viibec? (K rozmysleni: kdy se to
miZe stat?) MuzZe se tedy pfihodit, ze se vytiskne jen velmi mélo hvézdicek (t¥eba
jedna), a algoritmus pfesto vykond velké mnoZstvi operaci. V tomto algoritmu tedy
pocet operaci s po¢tem hvézdi¢ek nekoresponduje. Ctenaie odkaZeme na cviceni
aby zjistil presné, na ¢em pocet vytisténych hvézdicek zavisi.

Ktery algoritmus je lepsi?

Pojdme shrnout po¢ty vykonangch krokt (nebo alespoii jejich horni odhady)
nagich ¢tyt algoritmii:

HVEZDICKY1  4n?

HVEZDICKY2  4n(n+1)/2 = 2n? + 2n
HvEZDICKY3 4logyn

HVEZDICKY4 8n

Jakmile umime pocet krokti popsat dostateéné jednoduchou matematickou
funkci, mizeme predpovédét, jak se algoritmy budou chovat pro rtznad n, aniz
bychom je skutecné spustili.

Predstavme si, Ze n je néjaké gigantické c¢islo, feknéme v fadu bilionti. Nejprve
si vSimnéme, Ze algoritmus 3 bude nejrychlejsi ze vSech — i pro tak obrovské n se
vykond pouze nékolik mélo krokt. Algoritmus 4 vykond kroku rfaddové biliony. Zato
algoritmy 1 a 2 budou mnohem, mnohem pomalejsi.
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Dalsi postieh se bude tykat algoritm® 1 a 2. Pro, feknéme, n = 10'° vykona
prvni algoritmus 4 - 102° krok@ a druhy algoritmus zhruba 2 - 10%° krokii. Na prv-
ni pohled se zda, ze je tedy prvni dvakrat pomalejsi nez druhy. Zdani ale klame:
rizné operace, které jsme povazovali za elementarni, mohou na skute¢ném pocitaci
odpovidat riaznym kombinacim strojovych instrukci. A dokonce i jednotlivé strojové
instrukce se mohou lisit v rychlosti.

V nasi ponékud abstraktni pfedstavé o dobé vypoctu se takto jemné rozdily
ztraceji. Algoritmy 1 a 2 prosté neumime porovnat. Pfesto mtZeme jednoznacné fici,
ze oba jsou vyrazné pomalejsi nez algoritmy 3 a 4.

Napristé tedy budeme multiplikativni konstanty v poctech operaci velkoryse
prehlizet. Beztak jsou strojové zavislé a chovani algoritmu pro velkd n nijak zasadné
neovlivituji. Podobné si miizeme viimnout, Ze ve vyrazu 2n2 + 2n je pro velka n ¢len
2n? obrovsky oproti 2n, takze 2n muZzeme klidné vynechat.

Doby vypoctu nasich ukézkovych algoritmi tedy mtzeme popsat jesté jedno-
dussimi funkcemi n?, n?, log, n a n, aniz bychom pfili o cokoliv zasadniho.
Cviceni
1.  Urcete pocet vytisténych hvézdicek u algoritmu HVEZDICKY3 naprosto pfesné,

jednoduchym vzorcem.
2* Na ¢em u algoritmu HVEZDICKY4 z4visi pocet vytisténych hvézdicek? Najdéte
presny vzorec, pripadné co nejtésnéjsi dolni a horni odhad.

1.3. Slozitost algoritmu

Casova sloZitost

Uz jsme se naucili, jak stanovit dobu béhu algoritmu pro konkrétni vstup.
Dokonce jsme v piikladech s hvézdickami uméli dobu béhu vyjadfit jako funkeci

vvvvv

~ 7

¢islo. Presto obvykle bude platit, ze pro ,,vétsi“ vstupy program pobézi pomaleji nez
pro ty ,mensi“.

Poridime si proto néjakou miru velikosti vstupu a ¢as budeme vyjadiovat v za-
vislosti na ni. Pokud program pro rtzné vstupy téze velikosti bézi rtizné dlouho,
uvazime ten nejpomalejsi piipad — vzdy je dobré byt pripraveni na nejhorsi. Tim
dostaneme funkci, které se ¥ika casovd sloZitost algoritmu.

Zastavme se na chvili u toho, co si predstavit pod velikosti vstupu. Pokud je
vstupem posloupnost ¢isel, obvykle za velikost povazujeme jejich pocet. Podobné
za velikost Fetézce znakt prohldsime pocet znakt. Tento pristup ale selZe tfeba
pro Euklidiav algoritmus z oddilu ?? — ten na vstupu pokazdé dostava dvé cisla
a bézi razné dlouho v zavislosti na jejich hodnotach. Tehdy je prirozené povazovat
za, velikost vstupu maximum ze zadanych cisel.

Vyzbrojeni pfedchozimi poznatky, popiseme ,kuchaiku®, jak urcit ¢asovou slo-
zitost daného algoritmu. Jesté to nebude poctivad matematicka definice, tu si nechame
na pfisti oddil, ale pro témér vSechny algoritmy z této knizky poslouzi stejné dobie.
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1. Ujasnime si, jak se méfi velikost vstupu.

2. Uréime maximélni mozny pocet f(n) elementérnich operaci algo-
ritmu provedenych na vstupu o velikosti n. Pokud neumime urcit
pocet operaci presné, najdeme alespon co nejlepsi horni odhad.

3. Ve vysledné formuli f(n), kterd je souc¢tem nékolika ¢lent, pone-
chame pouze nejrychleji rostouci ¢len a ty ostatni zanedbame, tj.
vypustime.

4. Seskrtame multiplikativni konstanty — tedy ty, kterymi se zbytek
funkce néasobi. Ale jen ty! Nikoli ostatni ¢isla ve vzorci.

Jak bychom podle nasi kuchaiky postupovali u algoritmu HVEzZDICKY2? Uz
jsme spocetli, Ze se vykond nejvyse 2n? + 2n elementarnich operaci. Skrtneme ¢len
2n a zbude nam 2n2. Na zévér skrtneme multiplikativni konstantu 2. Pozor, dvojka
v exponentu neni multiplikativni konstanta.

Funkci g(n), kterd zbude, nazveme asymptotickou éasovou slozitosti algoritmu
a tento fakt oznacime vyrokem ,algoritmus mé casovou slozitost O(g(n))“. Nase
ukazkové algoritmy tudiZz maji po fadé ¢asovou slozitost O(n?), O(n?), O(logn)
a O(n).

Zde necht si ¢tenaf povSimne, Ze jsem ve vyrazu O(logn) vynechali zdklad
logaritmu. Jednak je v informatické literatute zvykem, ze log bez uvedeni zékladu je

N

zékladech se lisi pouze konstanta-krat a konstanty pfeci zanedbévame (viz cviéeni.
BézZné slozitostni funkce

Slozitosti algoritm mohou byt velmi komplikované funkce. Nejcastéji se vSak
setkdvame s algoritmy, které maji jednu z nésledujicich slozitosti. SloZitosti O(n)
ikdme linedrni, O(n?) kvadratickd, O(n®) kubickd, O(logn) logaritmickd, O(2")
exponencidlni a O(1) konstantni (provede se pouze konstantné mnoho kroki).

Jak zasadni roli hraje ¢asova slozitost algoritmu, je poznat z nasledujici tabulky
riistu funkei (obrazek [CJ).

Funkce n =10 n = 100 n = 1000 n = 10000
logn 1 2 3 4

n 10 100 1000 10000
nlogn 10 200 3000 40000
n? 100 10000 106 108

n? 1000 108 10° 1012

2" 1024 ~ 103! ~ 10310 ~ 103100

Obr. 1.2: Chovani riznych funkci

Zkusme do dalsi tabulky (obrazek [[J) zaznamenat odhad, jak dlouho by al-
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goritmy s uvedenymi ¢asovymi slozitostmi béZely na soucasném pocitaci typu PC.
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Obvyklé PC (v roce 2017) vykona okolo 10% instrukei za sekundu. Algoritmus s lo-
garitmickou slozitosti dobéhne v fadu nanosekund pro jakkoliv velky vstup. I ten
s linearni slozitosti je jesté prijemné rychly a mtzeme c¢ekat, ze bude pouzitelny i pro
opravdu velké vstupy. Zato kubicky algoritmus se pro n = 10000 fadné zadyché a my
se na vysledek nacekame pres ¢tvrt hodiny.

To ale nic neni proti exponencidlnimu algoritmu: pro n rovné postupné 10, 20,
30, 40, 50 pobézi cca 1us, 1ms, 1s, 18 min a 13 dni. Pro n = 100 se uz vysled-
ku nedockame — az Zemé zanikne a hvézdy vyhasnou, program bude stale pocitat
a pocitat.

SloZitost n =10 n = 100 n = 1000 n = 10000
logn 1 ns 2 ns 3 ns 4 ns

n 10 ns 100 ns 1 s 10 us
nlogn 10 ns 200 ns 3 us 40 ps
n? 100 ns 10 us 1 ms 0.1s
n3 1 us 1 ms 1s 16.7 min
2n 1 pus 1024 let 10303 let 103093 let

Obr. 1.3: Pfiblizné doby béhu programii s rtiznymi slozitostmi

Znalec trhu s hardwarem by samoziejmé mohl namitnout, ze vyvoj pocitact
jde kupfedu tak rychle, ze kazdé dva roky se jejich vykon zdvojnasobi (tomu se ¥ika
Mooretv zdkon). Jenze algoritmus se slozitosti O(2") na dvakrat rychlejsim pocitaci
zpracuje ve stejném case pouze o jednicku vétsi vstup. Budeme-li trpélivé cekat 20
let, ziskame tisickrat rychlejsi pocitac, takze zpracujeme o 10 vétsi vstup.

Proto se zpravidla snazime exponencidlnim algoritmtim vyhybat a uchylujeme
se k nim, pouze pokud nemame jinou moznost. Naproti tomu polynomidlni algo-
ritmy, tedy ty se slozitostmi O(n*) pro pevna konstantni k, miZzeme chapat jako
efektivni. I mezi nimi samoziejmé budeme rozliSovat a snazit se o co nejmensi stu-
pen polynomu.

Prostorova slozZitost

Velmi podobné jako ¢asova slozitost se da zavést tzv. prostorovd sloZitost (nékdy
t€z pamétovd sloZitost), kterd méil pamétové ndroky algoritmu. K tomu musime
spocitat, kolik nejvice tzv. elementarnich pamétovych bunék bude v daném algoritmu
v kazdém okamziku pouzito. V béznych programovacich jazycich (jako jsou naptiklad
C nebo Pascal) za elementarni buitku mtizeme povaZovat napiiklad proménnou typu
integer, float, byte, ¢i ukazatel, naopak elementarni velikost rozhodné nemaji pole
Ci textové Tfetézce.

Opét vyjadiime mnozstvi spotfebovanych pamétovych bunék funkei f(n) v zé-
vislosti na velikosti vstupu n, pokud to neumime presné, tak alespon co nejlepsim
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hornim odhadem, aplikujeme ¢tyibodovou kuchatrku a vysledek zapiseme pomoci no-
tace O(g(n)). V nasich &tyfech piikladech je tedy vSude prostorové slozitost O(1),
nebot vzdy pouzivime pouze konstantni mnozstvi celo¢iselnych proménnych.

Prumérna slozitost

Doposud jsme uvazovali takzvanou slozitost v nejhorsim pripadé: zajimalo nas,
jak nejdéle miize algoritmus pocitat, dostane-li vstup dané velikosti. Nékdy se ale
stava, ze vypocet obvykle dobéhne rychle, pouze existuje né€kolik mélo anomalnich
vstupl, na nichz je pomaly. Tehdy mutze byt prakti¢téjsi pocitat prameérnou slozZitost
(nekdy se také ¥k4 slozitost v primérném piipadé). Funkce popisujici tuto slozitost
je definovéna jako aritmeticky pramér ¢asovych (prostorovych) naroki algoritmi
pres vSechny vstupy dané velikosti.

Alternativné muZeme prumeérnou slozitost definovat pomoci teorie pravdépo-
dobnosti. Predstavime si, ze budeme vstup volit ndhodné ze vSech vstupi dané
velikosti. Potom st¥edni hodnota Gasovych (prostorovych) nirok programu bude
pravé primérné ¢asovéa (prostorovd) slozitost.

Pravdépodobnostni analyzu algoritmt prozkoumame v kapitole ?? a poskytne
nam mnoho zajimavych vysledkd.

SloZitost problému

Vedle slozitosti algoritmu (resp. programu) zavadime také pojem sloZitost pro-
blému. Predstavme si, Ze pro dany problém P zname algoritmus, ktery ho fesi s
Gasovou slozitosti s(n), a zaroven umime dokézat, Ze neexistuje algoritmus, ktery by
problém P fesil s lepsi ¢asovou sloZitosti nez s(n). Potom davé smysl Fici, Ze sloZitost
problému P je s(n).

Stanovit slozitost néjakého problému je obvykle velice obtizny tkol. Casto se
musime spokojit pouze s horni mezi slozitosti problému, odvozenou typicky popisem
a analyzou vhodného algoritmu, a dolni mezi slozitosti problému, odvozenou typicky
néjakym matematickym argumentem.

Koncept je hezky vidét napiiklad na problému t¥idéni prvki: dostaneme n prv-
ki, které umime pouze porovnavat a presouvat, a mame je prerovnat do rostouci
posloupnosti. Tento problém je dobie prostudovan: jeho slozitost je fadové nlogn.
To znamen4, Ze existuje algoritmus schopny sefadit n prvka v ¢ase O(nlogn) a zaro-
ven neexistuje asymptoticky rychlejsi algoritmus. Toto tvrzeni precizné formulujeme
a dokazeme v oddilu ?7?.

Cviceni

1. Dokazte, ze log, n a log, n se lisi pouze konstanta-krat, pricemz konstanta zavisi
na a a b, ale nikoliv na n.

2. Jaka je slozitost nésledujictho (pseudo)kédu vzhledem k n?
Algoritmus

1. Opakujeme, dokud n > 0:
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2. Je-li n liché, polozime n < n — 1.
3. Jinak polozime n + |n/2].

3. Stanovte ¢asovou a prostorovou sloZitost vSech algoritmu z kapitoly ?7.

1.4. Asymptoticka notace

Matematicky zalozeny ¢tenar jisté citi, Ze popis ,zjednodusovani“ funkci v nasi
Styrbodové kuchafce je ponckud vagni a zad4 si exaktni definice. Pojdme se do nich
pustit.

Definice: Necht f,g : N — R jsou dvé funkce. Rekneme, ze funkce f(n) je tiidy
O(g(n)), jestlize existuje takova kladna realnd konstanta ¢, ze pro skoro vsechna n
plati f(n) < cg(n). Skoro v8emi n se mysli, Ze nerovnost mize selhat pro kone¢né
mnoho vyjimek, tedy Ze existuje néjaké pfirozené ngy takové, ze nerovnost plati pro
viechna n > ng. Funkci g(n) se pak ¥ika asymptoticky horni odhad funkce f(n).(3)

Jingmi slovy, dostate¢né velky ndsobek funkce g(n) shora omezuje funkei f(n).
Koneéné mnoho vyjimek se hodi tehdy, ma-li funkce g(n) nékolik poéatecnich funke-
nich hodnot nulovych ¢i dokonce zapornych, takze je nemiizeme ,prebit“ jakkoliv
vysokou konstantou c.

Ponékud formélnéji bychom se na zépis O(g) mohli divat jako na mnozinu vech
funkei f, které spliiuji uvedenou definici. Pak mtizeme misto ,,funkce f je tiidy O(g)“
psat prosté f € O(g). Navic ndm to umozni elegantné zapisovat i rtizné vztahy typu
O(n) C O(n?).

Ve vétsiné informatické literatury se ovSem s O-¢kovou notaci zachézi mnohem
neporadnéji: Casto se pise ,,f je O(g)“, nebo dokonce f = O(g). I my si obcas takové
zjednoduseni dovolime. Stale ale méjme na paméti, ze se nejedna o ziddnou rovnost,
nybrz o nerovnost (horni odhad).

Zbyva nahlédnout, zZe instrukce nasi ¢tyrbodové , kuchatrky“ jsou disledky pra-
vé vyslovené definice. Ctvrty bod nés nabada ke skrtani multiplikativnich konstant,
coz definice O pfimo dovoluje. Treti bod mtzeme formalné popsat takto:

Lemma: Necht f(n) = fi(n) + fa(n) a fi(n) € O(fa(n)). Pak f(n) € O(f2(n)).

Diikaz: Z predpokladu vime, ze fi(n) < cfa(n) plati skoro v§ude pro vhodnou kon-
stantu c. Proto je také skoro vSude fi(n) + fa(n) < (1+c¢) - fa(n), coz se jisté vejde
do O(fa(n)). O

Pozor na to, ze vyjadfeni slozitosti pomoci O muze byt prilis hrubé. Kvad-
ratickd funkce 2n? + 3n + 1 je totiz t¥idy O(n?), ale podle uvedené definice patii
také do t¥idy O(n?), O(n?), atd. Proto se n4m bude hodit také obdobné znaceni pro
asymptoticky dolni odhad a ,,asymptotickou rovnost®.

() Pro¢ se tomuto odhadu ika asymptoticky? V matematické analjze se zkoumé
asymptota funkce, coz je primka, jejiz vzdalenost od dané funkce se s rostoucim ar-
gumentem zmensuje a v nekone¢nu se dotykaji. Podobné my zde zkoumame chovani
funkce pro n blizici se k nekone¢nu.
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Definice: Méjme dvé funkce £, g : N — RR. Rekneme, Ze funkce f(n) je tiidy Q(g(n)),
jestlize existuje takova kladn4 realnd konstanta ¢, Ze f(n) > cg(n) pro skoro vSech-
na n. Tomu se fika asymptoticky dolni odhad.

Definice: Rekneme, 7e funkce f(n) je ttidy ©(g(n)), jestlize f(n) je jak tiidy O(g(n)),
tak t¥idy Q(g(n)).

Symboly 2 a ©® mohou opét znadit i pfislusné mnoziny funkci. Pak jisté plati
©(g) = O(g) N Q(g).

Priklad: O naSich ukdzkovych algoritmech 1, 2, 3, 4 muzeme ¥ici, Ze maji sloZitosti
po fadé ©(n?), ©(n?), O(logn) a O(n).

P1i skute¢ném srovnavani algoritmti by tedy bylo lepsi zapisovat slozitost po-
moci ©, nikoliv podle O. To by zajisté poskytlo iplnéjsi informaci o chovani funkce.
Ne vzdy se nam to ale povede: analyzou algoritmu mnohdy dostavame pouze horni
odhad poc¢tu provedenych instrukci nebo potiebnych paméfovych mist. Napiiklad
se nam muze stat, ze v algoritmu je nékolik podminek a nedovedeme urcit, které
z jejich moznych kombinaci mohou nastat souc¢asné. Radéji tedy predpokladame, ze
nastanou vSechny, ¢imz dostaneme horni odhad.

Budeme proto nadéale vyjadfovat slozitost algoritmi prevazné pomoci symbo-
lu O. Pti tom vsak budeme usilovat o to, aby byl nas odhad asymptotické slozitosti
co nejlepsi.

Cviéeni

1. Naleznéte co nejvice asymptotickych vztahti mezi témito funkcemi: n, logn,
loglogn, \/n, n'°8™ 2" n3/2 nl n".

2. Nahlédnéte, ze f(n) € ©(g(n)) by se dalo ekvivalentné definovat tak, Ze pro

vhodné konstanty c1,ce > 0 plati c19(n) < f(n) < caf(n) pro skoro v8echna n.

Dokazte, ze O(f(n) + g(n)) = O(max(f(n),g(n))) pro f,g = 0.

Dokazte, ze nlogn ¢ O(n).

Dokazte, ze logn € O(n®) pro kazdé € > 0.

Najdéte co nejlepsi asymptoticky odhad funkce log,, (n!).

NS O w

Najdéte funkce f a g takové, ze neplati ani f = O(g), ani g = O(f).

1.5. Vypocetni model RAM

Matematicky zalozeny jedinec stale nemtze byt plné spokojen. Doposud jsme
totiz odbyvali presné urceni toho, co mizeme v algoritmu povazovat za elementarni
operace a elementarni paméfové buiiky. Nasi snahou bude vyhnout se obtizné fesi-
telnym otazkam u véci jako naptiklad reprezentace redlnych ¢isel a zachazeni s nimi.
Situaci vyfesime Salamounsky — definujeme vlastni teoreticky stroj, ktery bude mit
presné definované chovani, presné definovany ¢as provadeéni instrukci a presné defi-
novany rozsah a vlastnosti pamétové butiky. Potom déva dobry smysl mérit éasovou
a paméfovou ndrocnost naprogramovaného algoritmu naprosto presné — nezdrzuji
nas vedlejsi efekty redlnych pocitaci a operacnich systému.
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Jednim z mnoha teoretickych modelu je tzv. Random Access Machine, neboli
RAM.{* RAM neni jeden pevny model, nybrz spise rodina podobnych strojt, které
sdileji urcité spolecné vlastnosti.

Pameét RAMu tvoii pole celo¢iselnych bunék adresovatelné celymi éisly. Kazda
buiika pojme jedno celé ¢islo. Bystry ¢tenaf se nyni otaze: ,,To jako neomezené velké
¢islo?“ Problematiku omezeni kapacity bunky rozebereme nize.

Program je konec¢na posloupnost sekvencné provadénych instrukci dvou typu:
aritmetickych a fidicich.

Aritmetické instrukce maji obvykle dva vstupni argumenty a jeden vystupni
argument. Argumenty mohou byt budto pfimé konstanty (s vyjimkou vystupniho
argumentu), piimo adresovand pamétova buika (zadand ¢islem) nebo nepfimo ad-
resovand pamétova buiika (jeji adresa je uloZena v pfimo adresované buiice).

Ridici instrukce zahrnuji skoky (na konkrétni instrukci programu), podminéné
skoky (napfiklad kdyz se dva argumenty instrukce rovnaji) a instrukci zastaveni
programu.

Na zacatku vypoctu obsahuje pamét v uréenych butikdch vstup a obsah ostat-
nich bunék je nedefinovan. Potom je program sekvencéné provadén, instrukci za in-
strukci. Po zastaveni programu je obsah smluvenych mist v paméti interpretovan
jako vystup programu.

Zminme také, ze existuji ,,jesté teoreti¢téjsi“ vypocetni modely, jejichz zastup-
cem je tzv. Turingiv stroj.

Konkrétni model RAMu

V nasSem popisu stroji z rodiny RAM jsme vynechali mnoho podstatnych de-
tailt. Napfiklad presny ¢as vykonavani jednotlivych instrukci, povoleny rozsah cisel
v jedné pamétové buiice, prostorovou slozitost jedné buiiky, pfesné vymezeni in-
strukéni sady, zejména aritmetickych operaci.

V tomto oddilu presné definujeme jeden konkrétni model RAMu. Popiseme
tedy pamét, zachazeni s programem a vypocétem, instrukéni sadu a chovéni stroje.

Procesor v kazdém kroku provede pravé jednu instrukci. Typicka instrukce
precte jeden nebo dva operandy z paméti, néco s nimi spocita a vysledek opét ulozi
do paméti. Operandem instrukce mize byt:

® [iterdl — konstanta zakédovana pfimo v instrukci. Literaly zapisuje-
me jako cisla v desitkové soustave.

® primo adresovand bunka — &islo ulozené v paméfové burice, jejiz
adresa je zakédovanda v instrukci. Zapisujeme jako [adresal, kde
adresa je libovolné celé ¢islo.

(1) Néazev lze pielozit do ¢estiny jako ,stroj s ndhodnym piistupem®. Méné otrocky
zase prili§ dlouhé a kostrbaté, stroji tedy budeme fikat prosté RAM. Pozor, hrozi
zmateni zkratek s Random Access Memory, Cili béZnym nazvem operacni paméti
pocitace typu PC.
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® neprimo adresovand burnka — ¢islo ulozené v bunce, jejiz adresa je
v pifimo adresované butice. PiSeme [[adresal].

Operandy tedy mohou byt napiiklad 42, [16], [-3] nebo [[16]], ale nikoliv
[C[51]] ani [3*[5]]. Svtj vysledek miize instrukce ulozit do pfimo ¢i nepfimo
adresované pamétové burky.

Vstup a vystup stroj dostava a preddva vétsinou v pamétovych buiikich s ne-
zapornymi indexy, bunky se zapornymi indexy se obvykle pouzivaji pro pomocna
data a proménné. Prvnich 26 bunék se zapornymi indexy, tj. [-1] az [-26] méa pro
snazsi pouziti pritazeny prezdivky A, B, az Z a tikdme jim registry. Jejich hodnoty
Ize libovolné ¢ist a zapisovat a pouzivat pro indexaci paméti, lze tedy psat napf.
[A], ale nikoliv [[A]]. Registry lze pouzit napifiklad jako tlozisté casto uzivanych
pomocnych proménnych.

Nyni vyjmenujeme instrukce stroje. X, Y a Z vzdy pfedstavuji néktery z vy-
Se uvedenych vyrazi pro pristup do paméti ¢i registri, ¥ a Z mohou byt navic
i konstanty.

e Aritmetické instrukce:

® Piifazeni: X :=Y

® Negace: X :=-Y

e Séitéani: X :=Y + 7

e Od¢itani: X :=Y -7

® Nasobeni: X :=Y * 7

® Celociselné déleni: X :=Y / Z
Cislo Z musi byt nenulové. Zaokrouhlujeme vZdy k nule,
takze (—=1)/3=0=-(1/3).

® 7bytek po celoc¢iselném déleni: X :=Y % Z
Cislo Z musi byt kladné. Dodrzujeme, Ze (Y / Z)* Z + (Y ¥
Z) =Y, takze (—1) %3 = —1.

® Logické instrukce:

e Bitova konjunkce (AND): X :=Y & Z
i-ty bit vysledku je 1 prave tehdy, kdyz jsou jednickové i-té
bity obou operandi. Napfiklad 12&5 = (1100)2 & (0101)y =
(0100)2 = 4.

¢ Bitova disjunkce (OR): X :=Y | Z
i-ty bit vysledku je 1, pokud je jednickovy i-ty bit aspon
jednoho operandu. Naptiklad 12 | 5 = (1100)s | (0101), =
(1101), = 13.

¢ Bitovd nonekvivalence (XOR): X :=Y ~ Z
i-ty bit vysledku je 1, pokud je jednickovy i-ty bit pravé
jednoho operandu. Napiiklad 12 = 5 = (1100)3 ~ (0101); =
(1001)5 =
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® Bitovy posun doleva: X :=Y << Z
Doplnéni Z nul na konec bindrniho zapisu ¢isla Y. Napfi-
klad 11 << 3 = (1011)5 << 3 = (1011000), = 88.
® Bitovy posun doprava: X :=Y >> 7
Smazani poslednich Z biti binarniho zépisu ¢isla Y. Na-
piiklad 11>>2 = (1011)3 >>2 = (10)y = 2.
e Ridici instrukce:
e Ukonceni vypoctu: halt
® Nepodminény skok: goto label, kde label je navésti, které
se definuje napsanim label: pfed instrukci.
® Podminény piikaz: if podminka then instrukce, pricemz
instrukce je libovolna instrukce kromé podminéného prika-
zu a podminka je jeden z nasledujicich logickych vyrazu:
® Test rovnosti: Y =7
® Negace testu rovnosti: Y <> 7
® Test ostré nerovnosti: Y < Z, pfipadné Y > Z
e Test neostré nerovnosti: Y <= Z, pripadné Y >= 7

Doba provadéni podminéného ptikazu nezévisi na splnéni jeho podminky a je
stejnd jako doba provadéni libovolné jiné instrukce. Doba béhu programu, jterou po-
uzivame v nasi definici ¢asové slozitosti, je tedy rovna celkovému poc¢tu provedenych
instrukei.

S méfenim spotiebované paméti musime byt trochu opatrnéjsi, protoze pro-
gram by mohl vyuzit malé mnozstvi bunék rozprostfenych po obrovském prostoru.
Budeme tedy mérit rozdil mezi nejvyssim a nejnizsim pouzitym indexem paméti.

Casovou a pamétovou sloZitost pak definujeme zavedenym zptisobem jako ma-
ximum ze spotfeby ¢asu a paméti pres vSechny vstupy dané velikosti. Roli velikosti
vstupu obvykle hraje poc¢et pamétovych bunék obsahujicich vstup.

Upozorniujeme, ze do ¢asové slozitosti nepocitdme dobu potiebnou na nacteni
vstupu — podle nasi konvence je vstup pfi zahdjeni vypoctu uz piitomen v paméti.
Muzeme tedy studovat i algoritmy s lepsi nez linearni ¢asovou slozitosti, napfiklad
binarni vyhledavani z oddilu ??. Pokud navic program do vstupu nebude zapisovat,
nebudeme pamét zabranou vstupem ani podéitat do spotfebovaného prostoru.

Piiklad programu pro RAM

Pro ilustraci pfepiSeme algoritmus HVEZDICKY2 z pfedchozich oddili co nej-
vérnéji do programu pro nis RAM. Pfipomerime tento algoritmus:

Algoritmus HVEZDICKY2

Vstup: Cislo n

1. Proi=1,...,n opakujeme:
2. Pro j =1,...,7 opakujeme:
3. Vytiskneme *.
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Zadani pro RAM formulujeme takto: V butice [0] je uloZeno ¢islo n. Vystup
je tvoren posloupnosti bunék pocinaje [1], ve kterych je v kazdé zapsana jednicka
(namisto hvézdicky jako v piivodnim programu).

I:=1
Z :=1
VNEJSI: if T > [0] then halt
J:=1
VNITRNI: if J > I then goto DALSI
[(Z] :=1
Z:=7Z+1
J:=J+1
goto VNITRNI
DALSI: I :=I+1

goto VNEJSI

Registry I a J odpovidaji stejnojmennym proménnym algoritmu, registr Z uka-
zuje na bunku paméti, kam zapiseme pfisti hvézdicku.

Omezeni kapacity pamétové buiiky

N&s model ma zatim jednu vyrazné nerealnou vlastnost — neomezenou kapacitu
pamétové buitiky. Toho lze vyuZit k nejriznéjsim triktim. Ponechme napiiklad ¢tenaii
k rozmysleni, jak veskerd data programu ulozit do konstantné mnoha pamétovych
bunék (cviceni E a E) a pomoci této ,komprese“ programy absurdné zrychlovat
(cviceni .

Proto upravime stroj tak, abychom na jednu stranu neomezili kapacitu buiiky
prilis, ale na druhou stranu kompenzovali nepfirozené vyhody plynouci z jeji neome-
zenosti. Moznosti je mnoho, ukazeme jich tedy nékolik, ke kazdé dodame, jaké jsou
jejl vyhody a nevyhody, a na zavér zvolime tu, kterou budeme pouzivat v celé knize.

PfibliZeni prvni. Omezime kapacitu pamétové buiiky pevnou konstantou, fek-
néme na 64 bitt. Tim jisté odpadnou problémy s neomezenou kapacitou, lze si také
predstavit, ze aritmetické instrukce pracujici s 64-bitovymi ¢isly 1ze hardwaroveé re-
alizovat v jednotkovém case. Aritmetiku ¢isel delSich nez 64 bitt lze fesit funkcemi
na préaci s dlouhymi &isly rozlozenymi do vice pamétovych bunék. Zasadni nevyhoda
vSak spoCivd v tom, Ze jsme omezili i adresy pamétovych bunék. Kazdy program
proto milize pouzit pouze konstantni mnozstvi paméti: 264 bunék. Soucasné pocitace
typu PC to tak sice skutecné maji, nicméné z teoretického hlediska je takovy stroj
nevyhovujici, protoze umoznuje zpracovavat pouze konstantné velké vstupy.

PribliZzeni druhé. Abychom mohli adresovat libovolné velky vstup, potfebujeme
¢isla o alespon logn bitech, kde n je velikost vstupu. Omezime tedy velikost ¢isla
v jedné pamétové buiice na k-logn bitt, kde k je libovolna konstanta. Hodnota &isla
pak musi byt mensi nez 2F1oen = gklogn — (gloem)k — pnk_ Jinymi slovy, hodnoty
Cisel jsme omezili néjakym polynomem ve velikosti vstupu.

Tento model odstranuje spoustu nevyhod predchoziho: vétSina zakernych tri-
ki vyuzivajicich kombinaci neomezené kapacity bunky a jednotkové ceny instrukce
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k nepftirozené rychlému pocitani na ném neuspéje. Model mé jedno omezeni — po-
kud je velikost ¢isla v butice nejvysSe polynomiélni, znamené to, Zze nemtizeme pouzit
exponencialné ¢ vice pamétovych bunék, protoZe jich tolik zkratka nenaadresuje-
me. Nemtizeme tedy na tomto stroji pouzivat algoritmy s exponencialni pamétovou
slozitosti. Ty jsou sice malokdy praktické, ale naptiklad v oddilu ?? se nam budou
hodit.

PribliZeni t¥eti. Abychom neomezili mnozstvi paméti, potfebujeme povolit li-
bovolné velka ¢isla. Vzdejme se tedy naopak predpokladu, Ze vsechny instrukce tr-
vaji stejné dlouho. Zavedeme logaritmickou cenu instrukce. To znamend, Ze jedna
instrukce potrva tolik jednotek casu, kolik je soucet velikosti vSech ¢isel, s nimiz
pracuje, méfeny v bitech. To zahrnuje operandy, vysledek i adresy pouzitych bunék
paméti. Cena se nazyvéa logaritmicka proto, Ze pocet bitu ¢isla je imérny logaritmu
¢isla. Tedy napriklad instrukce [5] := 3*8 bude mit cenu 244+ 543 = 14 jednotek
Casu, protoze Cisla 3 a 8 maji 2 a 4 bity, vysledek 24 zabere 5 bitt a uklada se na
adresu 5 zapsanou 3-bitovym ¢islem.

Je sice stale mozné ulozit veskera data programu do konstantné mnoha bunék,
ale instrukce s takovymi ¢isly pracuji vyrazné pomaleji. V tom spociva i nevyhoda
modelu. I jednoduché algoritmy, které ptivodné mély evidentné linearni ¢asovou slo-
Zitost, najednou pobézi pomaleji — napfiklad vypsani n hvézdi¢ek potrva O(nlogn),
jelikoZ i obyéejné zvySeni fidici proménné cyklu zabere ¢as ©(logn). To je ponékud
nepohodlné a skutecné pocitace se tak nechovaji.

Priblizeni ¢tvrté. Pokusme se o kompromis mezi piedchozimi dvéma mode-
ly. Zavedeme pomeérnou logaritmickou cenu instrukce. To bude logaritmicka cena
vydélena logaritmem velikosti vstupu a zaokrouhlend nahoru. Dokud tedy budeme
pracovat s polynomidlné velkymi ¢isly (tedy o Ffadové logaritmickém poctu bitir),
pomér bude shora omezen konstantou a budeme si moci predstavovat, Ze vSech-
ny instrukce maji konstantni ceny. Jakmile zacneme pracovat s vétsimi ¢isly, cena
instrukci odpovidajicim zptusobem poroste.

Pomérné logaritmické ceny se tedy chovaji intuitivné, neomezuji adresovatelny
prostor a odstranuji paradoxy ptvodniho modelu. VSechny algoritmy v této knize
tedy budeme analyzovat v tomto modelu. Navic pouzijeme podobny model i pro
méfeni spotfebované paméti: jedna burka paméti zabere tolik prostoru, kolik je
pocet biti potfebnych na reprezentaci jeji adresy a hodnoty, relativné k logaritmu
velikosti vstupu. Zapocitdme vSechny buriky mezi minimélni a maximalni adresou,
na niz program piistoupil.

Nase teoreticka préace je nyni u konce. Mame presnou definici teoretického stroje
RAM, pro ktery je pfesné definovana ¢asova a prostorova slozitost programi na ném
bézicich. Mtzeme se pustit do analyzy konkrétnich algoritmi.

Cviceni
1. Naprogramujte na RAMu zbyvajici algoritmy z oddilu D a z uvodni kapitoly.

2. Mg¢gjme RAM s neomezenou velikosti ¢isel. Vymyslete, jak zakddovat libovolné
mnozstvi celych €isel ¢q, ..., ¢, do jednoho celého ¢isla C' tak, aby se jednotliva

17 2017-05-18



8x

10.

11.

12*

¢isla ¢; dala jednoznac¢né dekédovat.

Navrhnéte postup, jak v pfipadé neomezené kapacity pamétové buiiky pozmé-
nit libovolny program na RAMu tak, aby pouzival jen konstantné mnoho pa-
méfovych bunék. Program miZete libovolné zpomalit. Kolik nejméné bunék je
potfeba?

Spocitejte presné pocet provedenych instrukci nasi RAMové verze algoritmu
HVEZDICKY2. Vyjadiete jej jako funkci proménné n.

Pokracujme v pfedchozim cviceni: jakd bude pfesnd doba béhu programu, za-
vedeme-li logaritmickou, pfipadné pomérnou logaritmickou cenu instrukce?
Rozmyslete si, jak do instrukci RAMu ptekladat konstrukce znadmé z vyssich
programovacich jazykd: podminky, cykly, volani podprogramt s lokalnimi pro-
ménnymi a rekurzi.

Vymyslete, jak na RAMu prohodit obsah dvou paméfovych bunék, aniz byste
pouzili jakoukoliv jinou bunku.

Vymyslete, jak na RAMu v konstantnim ¢ase otestovat, zda je ¢islo mocninou
dvojky.

Méjme RAM s jednotkovou cenou instrukce a neomezenou velikosti ¢isel. Ukaz-
te, jak v Case O(n) zakddovat vektor n prirozenych ¢isel tak, abyste z kédu
umeéli v konstantnim case vypocitat skaldrni soucin dvou vektori. Z toho od-
vodte algoritmus pro nasobeni matic n x n v ¢ase O(n?).

Interaktivni RAM: Na nasi verzi RAMu dostanou vSechny programy hned na
zacatku cely vstup, pak néjakou dobu pocitaji a nakonec vydaji cely vystup.
Nékdy se hodi dostavat vstup po ¢astech a pribézné na néj reagovat. Navrhnéte
rozsiteni RAMu, které to umozni.

Registrovy stroj je jesté jednodussi model vypoctu. Disponuje kone¢nym poctem
registri, kazdy je schopen pojmout jedno pfirozené ¢islo. Ma tii instrukce: inc
pro zvyseni hodnoty registru o 1, dec pro sniZeni o 1 (sniZenim nuly vyjde opét
nula) a jmpeq pro skok, pokud se hodnoty dvou registrii rovnaji. Vymyslete, jak
na registrovém stroji naprogramovat vynulovani registru, zkopirovani hodnoty
z jednoho registru do druhého a vynéasobeni dvou registru.

Méjme program pro RAM, jehoZ vstupem a vystupem je konstantné mnoho éisel
(z cviceni | vime, Ze libovolny vstup lze takto zakédovat). Ukazte, jak takovy
program preloZit na program pro registrovy stroj, ktery poéité totéz. Casova
slozitost se prekladem miize libovolné zhorsit.
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