1. Nejkratsi cesty

Casto potiebujeme hledat mezi dvéma vrcholy grafu cestu, ktera je v néjakém
smyslu optimélni — typicky nejkratsi mozné. Uz vime, Ze prohledavani do sitky najde
cestu s nejmensim poc¢tem hran. Malokdy jsou ale vSechny hrany rovnocenné: silnice
mezi mésty maji razné délky, po raznych vedenich lze prenaset elektfinu s raznymi
ztratami a podobné.

V této kapitole proto zavedeme grafy s ohodnocenymi hranami a odvodime
nékolik algoritmt pro hledani cesty s nejmensim souc¢tem ohodnoceni hran.

1.1. Ohodnocené grafy a vzdalenost

Méjme graf G = (V, E). Pro véts$] obecnost budeme predpokladat, Ze je orien-
tovany. Algoritmy se tim nezkomplikuji a neorientované grafy muzeme vzdy pievést
na orientované zdvojenim hran.

Kazdé hrané e € E prifadime jeji ohodnoceni neboli délku, coz bude néjaké
redlné ¢islo ¢(e). Tim vznikne ohodnoceny orientovany graf nebo téz sitf. Zatim
budeme uvazovat pouze neziaporna ohodnoceni, pozdéji se zamyslime nad tim, co by
zpusobila zaporna.

Délku mtizeme pFirozené rozsifit i na cesty, ¢i obecnéji sledy. Délka £(S) sledu S
bude prosté soucet ohodnoceni jeho hran.

Pro libovolné dva vrcholy u, v definujeme jejich vzddlenost d(u,v) jako mini-
mum z délek vSech uv-cest (cest z u do v), pfipadné 400, pokud Zadnéd wv-cesta
neexistuje. Toto minimum je vzdy dobfe definované, protoze cest v grafu existuje
pouze kone¢né mnoho. Pozor na to, Ze v orientovaném grafu se d(u,v) a d(v,u)
mohou lisit.

Libovolné uv-cesté, jejiz délka je rovna vzdalenosti d(u,v) budeme fikat nej-
kratsi cesta. Nejkratsich cest mize byt obecné vice.

Vzdalenost bychom také mohli zavést pomoci nejkratsiho sledu. Podobné jako
u dosazitelnosti by se nic podstatného nezménilo, protoze sled lze zjednodusit na
cestu:

Lemma (o zjednoduSovani sledi): Pro kazdy wv-sled existuje uv-cesta stejné nebo
mensi délky.

Diikaz: Pokud sled neni cestou, znamena to, ze se v ném opakuji vrcholy. Uvazme
tedy néjaky vrchol, ktery se zopakoval. Cast sledu mezi prvnim a poslednim vysky-
tem tohoto vrcholu mtzeme ,,vystfihnout“, ¢imz ziskdme uv-sled stejné nebo mensi
délky. Jelikoz ubyla alespon jedna hrana, opakovanim tohoto postupu c¢asem ziskame
cestu. (]

Dusledek: Nejkratsi sled existuje a ma stejnou délku jako nejkratsi cesta.

Dikaz: Nejkratsi cesta je jednim ze sledd. Pokud by tvrzeni neplatilo, musel by
existovat néjaky kratsi sled. Ten by ovSem $lo zjednodusit na jesté kratsi cestu. [0
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Obr. 1.1: Vzdélenosti od stiedového vrcholu (isla
uvnitf vrcholtt) v ohodnoceném neorientovaném
grafu. Zvyraznéné hrany tvoii strom nejkratsich cest.

Dusledek: Pro vzdalenosti plati trojuhelnikovd nerovnost:

d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

Diikaz: Pokud je d(u,w) nebo d(w,v) nekoneénd, nerovnost trividlné plati. V opaé-
ném pripadé uvazme spojeni nejkratsi uw-cesty s nejkratsi wwv-cestou. To je néjaky
uv-sled a ten nemuze byt kratsi nez nejkratsi uv-cesta. |

Nase grafova vzdalenost se tedy chova tak, jak jsme u vzdalenosti zvykli.

Pfi prohledavani graft do Sitky se osvédcilo popisovat nejkratsi cesty z da-
ného vrcholu vy do vSech ostatnich vrcholti pomoci stromu. Tento pristup funguje
i v ohodnocenych grafech a nyni ho zavedeme poradné.

Definice: Strom nejkratsich cest z vrcholu vy je podgraf zkoumaného grafu, ktery
obsahuje vSechny vrcholy dosazitelné z vyg. Ma tvar stromu orientovaného z vrcho-
lu vg. Pro libovolny dosazitelny vrchol w plati, Ze cesta z vy do w ve stromu je jednou
z nejkratsich cest z vy do w ve zkoumaném grafu.

Stejné jako nejsou jednoznacné urceny nejkratsi cesty, i stromu nejkratsich
cest miiZe existovat vice. Vzdy ale existuje alespoii jeden (diikaz ponechame jako
cviéeni.
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Zaporné hrany

Jesté si kratce rozmysleme, co by se stalo, kdybychom povolili hrany zaporné
délky. V nésledujicim grafu nastavime vSem hrandm délku —1. Nejkrat$i cesta z a
do d vede pres b, = a ¢ a ma délku —4. Sled abxcbred je ovsem o 3 kratsi, protoze
navic obesel zaporny cyklus bzcb. Pokud bychom zaporny cyklus obkrouzili vice-
krat, ziskavali bychom kratsi a kratsi sledy. Tedy nejen Ze nejkratsi sled neodpovida
nejkratsi cesté, on ani neexistuje.

a b c d

Podobné neplati trojuhelnikova nerovnost: d(a,d) = —4, ale d(a,z) + d(z,d) =
(=3) +(=3) = —6.

Kdyby ovSem v grafu neexistoval zaporny cyklus, sama existence zapornych
hran by problémy nepisobila. Snadno ovéfime, ze lemma o zjednodusovani sledi by
nadale platilo, a tim padem i trojuhelnikova nerovnost. Grafy se zapornymi hranami
bez zépornych cykli jsou navic uziteéné (jak uvidime ve cvicenich). Proto je budeme
v nékterych ¢astech této kapitoly pripoustét, ale pokazdé na to vyslovné upozornime.

Cviceni

1.V neorientovaném grafu miZe roli zdporného cyklu hrat dokonce i jedina hrana
se zapornym ohodnocenim. Po ni totiz mtzeme chodit stiidavé tam a zpét.
Naleznéte priklad takového grafu.

2. Ukazte, jak pro libovolné n sestrojit graf na nejvyse n vrcholech, v némz mezi
néjakymi dvéma vrcholy existuje 2°4(") nejkratsich cest.

3. Priipomente si definici metrického prostoru v matematické analyze. Kdy tvoii
mnozina vSech vrcholi spolu s funkei d(u, v) metricky prostor?

4. Navrhnéte algoritmus pro vypocet vzdalenosti d(u, v), ktery bude postupné po-
Citat Cisla d;(u,v) — nejmensi délka wv-sledu o nejvyse i hranach. Jaké ¢asové
slozitosti jste dosahli? Porovnejte ho s ostatnimi algoritmy z této kapitoly.

5.  Dokazte, Ze pro nejkratsi cesty plati takzvana prefizovd vlastnost: Necht P je
néjaka nejkratsi cesta z vy do w a t néjaky vrchol na této cesté. Poté usek
(prefix) cesty P z vg do t je jednou z nejkratsich cest z vy do .

6. Dokazte, Ze pro libovolny ohodnoceny graf a pocatecni vrchol vy existuje strom
nejkratsich cest z vg. Mtize se hodit predchozi cviceni.

1.2. Dijkstruv algoritmus

Dnes asi nejpouzivanéjsi algoritmus pro hledani nejkratsich cest vymyslel v roce
1959 Edsger Dijkstra.("” Funguje efektivné, kdykoliv jsou v§echny hrany ohodnocené

(1) Je to holandské jméno, takze ho ¢teme ,dajkstra‘.
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nezapornymi ¢isly. Dovede nas k nému nésledujici myslenkovy pokus.

Mégjme orientovany graf, jehoz hrany jsou ohodnocené celymi kladnymi isly.
Kazdou hranu ,,podrozdélime“ — nahradime ji tolika jednotkovymi hranami, kolik
Cinila jeji délka. Tim vznikne neohodnoceny graf, ve kterém muizeme nejkratsi cestu
nalézt prohledéavanim do sitky. Jak podrozdéleni funguje, vidime na néasledujicim
obrazku.

Obr. 1.2: Podrozdéleny graf a poloha vlny v ¢asech 10, 20 a 35

Tento algoritmus je funkéni, ale sotva efektivni. Oznac¢ime-li L maximalni délku
hrany, podrozdélenim vznikne O(Lm) novych vrcholt a hran.

Sledujme na obrazku, jak vypocet probiha. Za¢neme ve vrcholu a. Vlna prvnich
30 krokti prochéazi vnitikem hran ab a ac. Pak dorazi do vrcholu b, nacez se §ii dal
zbytkem hrany ac a novou hranou be. Za dalsich 10 krokt dorazi do ¢ hranou ac,
takze pokracuje hranou cd a nyni jiz zbyte¢nou hranou bc.

Vétsinu casu tedy travime dlouhymi tseky vypoctu, uvniti kterych se prokou-
savame stale stejnymi podrozdélenymi hranami. Co kdybychom kazdy takovy tsek
zpracovali najednou?

Pro kazdy puvodni vrchol si pofidime ,budik®. Jakmile k vrcholu zamifi vina,
nastavime jeho budik na ¢as, kdy do néj vilna ma dorazit (pokud mifi po vice hrandch
najednou, zajima nas, kdy dorazi poprvé).

Misto toho, abychom krok po kroku simulovali priichod vlny hranami, mtizeme
zjistit, kdy poprvé zazvoni budik. Tim presko¢ime nudnou ¢ast vypoctu a hned se
dozvime, Ze se vlna zarazila o vrchol. Podivame se, jaké hrany z tohoto vrcholu vedou,
a spocitame si, kdy po nich vlna dorazi do dalsich vrcholi. Podle toho pripadné
prenastavime dalsi budiky. Opét pockame, az zazvoni né€jaky budik, a pokracujeme
stejné.

Jesté by se mohlo stat, ze vlna vstoupi do podrozdélené hrany z obou koncit
a obé casti se ,srazi“ uvniti hrany. Tehdy mizeme nechat budiky zazvonit, jako by
ke srazce nedoslo, a ¢asti zastavit az na konci hrany.

Zkusme tuto myslenku zapsat v pseudokédu. Pro kazdy vrchol v si budeme
pamatovat jeho ohodnoceni h(v), coz bude budto ¢as nastaveny na pfislusném bu-
diku, nebo 400, pokud budik nebézi. Podobné jako pfi prohledavani grafiu do sitky
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budeme rozliSovat t¥i druhy vrcholti: nenalezené, oteviené (to jsou ty, které maji na-
stavené budiky) a uzaviené (jejich budiky uz zazvonily). Také si budeme pamatovat
pfredchiidce vrcholtt P(v), abychom uméli rekonstruovat nejkratsi cesty.

Algoritmus DIJKSTRA (nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu)
Vstup: Graf G a pocatecni vrchol vg

1. Pro vSechny vrcholy v:
2. stav(v) < nenalezeny
3. h(v) + 400
4. P(v) + nedefinovdno
5. stav(vg) < otevieny
6. h(’l}o) 0
7. Dokud existuji néjaké oteviené vrcholy:
8. Vybereme otevieny vrchol v, jehoz h(v) je nejmensi.
9. Pro vS8echny nasledniky w vrcholu v:
10. Pokud h(w) > h(v) + £(v, w):
11. h(w) < h(v) + £(v,w)
12. stav(w) < otevieny
13. P(w) « v
14. stav(v) « uzavieny

Vystup: Pole vzdalenosti h, pole predchidci P

Z tvah o podrozdélovani hran plyne, ze Dijkstruv algoritmus dava spravné
vysledky, kdykoliv jsou délky hran celé kladné. Dikaz spravnosti pro obecné délky
najdete v nésledujicim oddilu, ted se zaméfime predevsim na ¢asovou slozitost.

Véta: Dijkstruv algoritmus spocte v grafu s nezédporné ohodnocenymi hranami vzda-
lenosti od vrcholu vy v ¢ase O(n?).

Diikaz: Inicializace trvd O(n). Kazdy vrchol uzavieme nejvyse jednou (to jsme zatim
nahlédli z analogie s BF'S, vice viz pfisti oddil), takZe vnéj$im cyklem projdeme
nejvyse n-krat. Pokazdé hleddme minimum z n ohodnoceni vrcholi a prochazime
az n naslednikd. ]

Pokud bychom kromé vzdalenosti chtéli vypsat i nejkratsi cesty, mtzeme je
ziskat ze zapamatovanych predchtidct. Chceme-li ziskat nejkratsi cestu z vrcholu vg
do né&jakého w, staci se podivat na P(w), P(P(w)) a tak déle az do vg. Tak projdeme
pozpétku néjakou cestu z vy do w, kterd ma délku h(w), a tedy je nejkratsi. Dokonce
plati, Ze pfedchtdci kéduji hrany stromu nejkratsich cest: kdykoliv P(v) = w, lezi
hrana uv ve stromu nejkratsich cest. Dtikaz téchto tvrzeni ponechévame jako cviceni

1.3.1
Dijkstruv algoritmus s haldou

Slozitost O(n?) je ptizniva, pokud mame co do ¢inéni s hustym grafem. V gra-
fech s malym poctem hran je nd$ odhad zbytecné hruby: v cyklu pfes nasledniky
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travime cas linedrni se stupném vrcholu, za celou dobu béhu algoritmu tedy pouze
O(m). Stale nas ale brzdi hledani minima v kroku §

Proto si pofidime néjakou datovou strukturu, ktera umi rychle vyhledavat mini-
mum. Nabizi se naptiklad binarni halda z oddilu ??. Ulozime do ni vSechny oteviené
vrcholy, jako kli¢e budou slouzit ohodnoceni h(v). V kazdé iteraci Dijkstrova algorit-
mu nalezneme minimum pomoci operace EXTRACTMIN. Kdyz v kroku E meénime
ohodnoceni vrcholu, budto tento vrchol nové otevirdme (takze provedeme INSERT
do haldy), nebo jiZ je otevieny (coz znamend DECREASE prvku, ktery jiz v haldé
je). Nesmime zapomenout, Ze DECREASE neumi prvek vyhledat, takze si u kazdého
vrcholu budeme pribézné udrzovat jeho pozici v haldé.

Véta: Dijkstriv algoritmus s haldou bé&zi v ¢ase O(n-T; +n - T, + m - T,), kde T;,
T, a Ty jsou slozitosti operaci INSERT, EXTRACTMIN a DECREASE.

Diikaz: Operaci INSERT provadime pii otevirani vrcholu, EXTRACTMIN pii jeho
zavirani. Oboji pro kazdy vrchol nastane nejvyse jednou. DECREASE volame, kdyz
pfi zavirani vrcholu v snizujeme hodnotu jeho souseda w. To se pro kazdou hranu vw
stane za celou dobu béhu algoritmu nejvyse jednou. Zbyvajici operace algoritmu
trvaji O(n + m). O

v,

Dusledek: Dijkstrav algoritmus s bindrni haldou bézi v ¢ase O((n + m) - logn).

Drikaz: V haldé neni nikdy vice nez n prvki, takze vSechny tfi operace pracuji v ¢ase
O(logn). O

I tento Cas lze jesté vylepsit. Nékteré z moznych pristupt prozkoumame v cvi-
Cenich E a E V kapitole ?? posléze vybudujeme Fibonacciho haldu, kterd umi
DECREASE v konstantnim case, aniz by se asymptoticky zpomalily ostatni operace.

Dusledek: Dijkstriv algoritmus s Fibonacciho haldou bézi v ¢ase O(m + nlogn).
Cviceni
1.  Odsimulujte chod Dijkstrova algoritmu na grafu z obrazku m

2. Uvazujte ,spojité BFS“, které bude plynule prochazet vnitikem hran. Pokus-
te se o formalni definici takového algoritmu. Nahlédnéte, ze diskrétni simulaci
tohoto spojitého procesu (kterd se bude zastavovat ve vyznamnych udalostech,
totiZ ve vrcholech) ziskdme Dijkstriv algoritmus. Podobnou myslenku potkidme
v kapitole ?? o geometrickych algoritmech.

3* Dijkstrav algoritmus s haldou provede m operaci DECREASE, ale pouze n ope-
raci INSERT a EXTRACTMIN. Hodila by se tedy halda, kterd m&4 DECREASE
rychlejsi, byt za cenu zpomaleni ostatnich operaci. Tuto vlastnost maji napfi-
klad d-regularni haldy z cviceni ??. Rozmyslete, jakou hodnotu d zvolit, aby se
minimalizovala slozitost celého algoritmu.

4. Necht délky hran lez{ v mnoziné {0,..., L}. Navrhnéte datovou strukturu za-
lozenou na piihrddkach, s niz Dijkstrav algoritmus pobézi v ¢ase O(nL + m).
Pokuste se vystacit s paméti O(n +m + L).

5. Na mapé mésta jsme prifadili kazdé silnici cas na prijezd a kazdé kfizovatce
priamérnou dobu ¢ekani na semaforech. Jak hledat nejrychlejsi cestu?
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1.3. Relaxacni algoritmy

Na Dijkstrav algoritmus se mtizeme divat trochu obecnéji. Ziskdme tak nejen
dtikaz jeho spravnosti pro necelociselné délky hran, ale téz nékolik dalsich zajimavych
algoritmii. Ty budou fungovat i pro grafy se zapornymi hranami (stéle bez zdpornych
cykld), které v tomto oddilu dovolime.

Esenci Dijkstrova algoritmu je, Ze pfifazuje vrcholim néjakd ohodnoceni h(v).
To jsou néjaka realna ¢isla, kterd popisuji, jakym nejkratsim sledem se zatim umime
do vrcholu dostat. Tato ¢isla postupné upravujeme, az se z nich stanou skutecné
vzdélenosti od vg. Pokusme se tento princip popsat obecné.

Na pocatku vypoctu ohodnotime vrchol vg nulou a vSechny ostatni vrcholy ne-
kone¢nem. Pak opakujeme nésledujici postup: vybereme néjaky vrchol v s koneénym
ohodnocenim a pro vSechny jeho nasledniky w otestujeme, zda se do nich pfes v ne-
dovedeme dostat 1épe, nez jsme zatim dovedli. Této operaci se obvykle fika relazace
a odpovidé krokim E az E Dijkstrova algoritmu.

Jeden vrchol miizeme obecné relaxovat vicekrat, ale nema smysl délat to zno-
vu, pokud se jeho ohodnoceni mezitim nezmeénilo. To ohlida stav vrcholu: otevrenée
vrcholy je potfeba znovu relaxovat, uzavrené jsou relaxované a zatim to znovu ne-
pottfebuji.

7Z toho vychéazi obecny relaxacni algoritmus. Ten pokazdé vybere jeden otevieny
vrchol, uzavie ho a relaxuje a pokud se tim zméni ohodnoceni jinych vrcholi, tak
je otevie. VSimnéte si, ze na rozdil od prohledavani do $itky mizeme jeden vrchol
oteviit a uzaviit vicekrat.

Algoritmus RELAXACE
Vstup: Graf G a pocatec¢ni vrchol vy

—_

Pro vSechny vrcholy v:
stav(v) < nenalezeny, h(v) < 400, P(v) < nedefinovdino
stav(vg) < otevieny, h(vg) + 0
Dokud existuji oteviené vrcholy:
v < néjaky otevieny vrchol
Pro vsechny nasledniky w vrcholu v: < relazujeme vrchol v
Pokud h(w) > h(v) + €(u,v):
h(w) < h(v) + £(u,v)
stav(w) < otevieny
P(w) « v
11. stav(v) < uzavieny
Vystup: Ohodnoceni vrcholi h a pole predchudca P

© NSO AW

H
e

Dijkstrav algoritmus je tedy specidlnim pfipadem relaxac¢niho algoritmu, v némzJj
vzdy vybirame otevieny vrchol s nejmensim ohodnocenim. Prozkoumejme, co o re-
laxa¢nim algoritmu plati obecné.

Invariant O (ohodnoceni): Hodnota h(v) nikdy neroste. Je-li koneéné, rovnd se délce
néjakého sledu z vy do v.
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Dikaz: Indukci podle doby béhu algoritmu. Na poc¢atku vypoctu tvrzeni urcité plati,
protoze jediné kone¢né je h(vg) = 0. Kdykoliv pak algoritmus zméni h(w), stane se
tak relaxaci néjakého vrcholu v, jehoz h(v) je koneéné. Podle indukéniho predpokladu
tedy existuje vgv-sled délky h(v). Jeho rozsifenim o hranu vw vznikne vow-sled délky
h(v) 4+ £(v,w), coz je pFesné hodnota, na niz snizujeme h(w). O

Lemma D (dosaZitelnost): Pokud se vypocet zastavi, uzaviené jsou pravé vrcholy
dosazitelné z vg.

Drikaz: Dokazeme stejné jako obdobnou vlastnost BF'S. Jediné, v ¢em se situace 1isi,
je, ze uzavieny vrchol je mozné znovu oteviit. To se ovSem, pokud se vypocet zastavil,
stane pouze konec¢né-krat, takze staci uvazit situaci pfi poslednim uzavieni. O

Lemma V (vzdilenost): Pokud se vypocet zastavi, kone¢na ohodnoceni vrcholl jsou
rovna vzdalenostem od vg.

Diikaz: Inspirujeme se ditkazem obdobné vlastnosti BF'S. Vrchol v oznac¢ime za Spat-
ny, pokud A(v) neni rovno d(vg,v). Jelikoz h(v) odpovida délce néjakého vov-sledu,
musi byt h(v) > d(vg, v). Pro spor pfedpokladejme, Ze existuji néjaké §patné vrcholy.

Mezi vsemi nejkrat$imi cestami z vg do Spatnych vrcholt vybereme tu s nejmen-
$im poctem hran. Oznacime v posledni vrchol této cesty a p jeji predposledni vr-
chol (ten jisté existuje, nebot vy je dobry). Vrchol p musi byt dobry, takze ohod-
noceni h(p) je rovno d(vg,p). Podivejme se, kdy p ziskal tuto hodnotu. Tehdy
musel p byt otevieny. Pozdé&ji byl tudiz zavien a relaxovan, nacez muselo platit
h(v) < d(vo,p)+¥€(p,v) = d(vg, v). Jelikoz ohodnoceni vrcholi nikdy nerostou, doslo
ke sporu. O

Rozbor Dijkstrova algoritmu

Nyni se vratme k Dijkstrovu algoritmu. UkdZeme, Ze nejsou-li v grafu zdporné
hrany, prabéh vypoctu ma nasledujici zajimavé vlastnosti.
Invariant M (monotonie): V kazdém kroku vypoctu plati:

(1) Kdykoliv je z uzavieny vrchol a o otevieny, plati h(z) < h(0).

(2) Ohodnoceni uzavienych vrcholti se neméni.

Diikaz: Obé vlastnosti dokdzeme dohromady indukci podle délky vypocétu. Na po-
datku vypoctu obé trividlné plati, nebot neexistuji zddné uzaviené vrcholy.

V kazdém dalsim kroku vybereme otevieny vrchol v s nejmensim h(v). Teh-
dy musi platit h(z) < h(v) < h(o) pro libovolny z uzavieny a o otevieny. Nyni
vrchol v relaxujeme: pro kaZdou hranu vw se pokusime snizit h(w) na hodnotu
h(v) + £(v,w) > h(v).

e Pokud w byl uzavieny, nemtze se jeho hodnota zménit, nebot jiz
pfed relaxaci byla mensi nebo rovna h(v). Proto plati (2).

® Pokud w byl otevieny, jeho hodnota se sice miize snizit, ale nikdy
ne pod h(v), takze ani pod h(z) Zddného uzavieného z.

Nerovnost (1) v obou ptipadech zistava zachovdna a neporusi se ani pfesunem vr-
cholu v mezi uzaviené. ]
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Véta: Dijkstriv algoritmus na grafu bez zapornych hran uzavira vSechny dosaZitel-
né vrcholy v pofadi podle rostouci vzdalenosti od pocatku (kazdy pravé jednou).
V okamziku uzavieni je ohodnoceni rovno této vzdalenosti a dédle se nezmeéni.

Diikaz: Ptedevsim z invariantu M vime, ze zadny vrchol neotevieme vicekrat, takze
ho ani nemuZeme vicekrat uzaviit. Algoritmus proto skonéi a podle lemmat D a V
jsou na konci uzavieny vSechny dosazitelné vrcholy a jejich ohodnoceni odpovidaji
vzdéalenostem.

Ohodnoceni se pfitom od okamziku uzavieni vrcholu nezménilo (opét viz invari-
ant M) a tehdy bylo vét$i nebo rovno ohodnocenim pfedchozich uzavienych vrchold.
Poradi uzavirani proto skutecné odpovidéa vzdalenostem. O

Vidime tedy, Ze nase analogie mezi BF'S a Dijkstrovym algoritmem funguje
i pro necelociselné délky hran.

Bellmanuv-Forduv algoritmus

Zkusme se jesté zamyslet nad vypoctem vzdalenosti v grafech se zapornymi
hranami. Snadno nahlédneme, ze Dijkstriv algoritmus na takovych grafech mize
vrcholy otevirat opakované, ba dokonce mtize bézet exponencialné dlouho (cviéeni.

Relaxace se ovSem neni potfeba vzdavat, postaci zménit podminku pro vybér
vrcholu: namisto haldy si pofidime oby¢ejnou frontu. Jinymi slovy, budeme uzavirat
nejstarsi z otevienych vrcholti. Tomuto algoritmu se podle jeho objevitelt Richar-
da Ernesta Bellmana a Lestera Forda Jr. ¥ikd Bellmandv-Forddv. V nésledujicich
odstavcich prozkoumame, jak efektivni je.

Definice: Definujeme fdze vypoctu nasledovné: ve fazi Fy otevieme pocatecni vr-
chol vy, faze F;41 uzavird vrcholy oteviené béhem faze F;.
Invariant F (faze): Pro vrchol v na konci i-té faze plati, Ze jeho ohodnoceni je shora
omezeno délkou nejkratsiho vgv-sledu o nejvyse ¢ hranach.

Diikaz: Tvrzeni dokdzeme indukci podle i. Pro ¢ = 0 tvrzeni plati — jediny vrchol
dosazitelny z vy sledem nulové délky je vy sdm; jeho ohodnoceni je nulové, ohodnoceni
ostatnich vrcholt nekonecéné.

Nyni provedeme indukéni krok. Podivejme se na néjaky vrchol v na konci i-té
faze (i > 0). Oznacme S nejkratsi vgv-sled o nejvyse ¢ hrandch.

Pokud sled S obsahuje méné nez i hran, pozadovana nerovnost platila uz na
konci predchozi faze a jelikoz ohodnoceni vrcholt nerostou, plati nadale.

Obsahuje-li S pravé ¢ hran, ozna¢me uv jeho posledni hranu a S’ podsled z vg
do u. Podle indukéniho predpokladu je na zacatku i-té faze h(u) < £(S"). Na tuto
hodnotu muselo byt h(u) nastaveno nejpozdéji v (i — 1)-ni fazi, éimz byl vrchol u
otevien. Nejpozdéji v i-té fazi proto musel byt uzavien a relaxovan. Na zacatku
relaxace muselo stéle platit h(u) < £(S’) — hodnota h(u) se sice mohla zménit, ale ne
zvysit. Po relaxaci tedy muselo platit A(v) < h(u)+£€(u,v) < £(S")+4(u,v) = £(S). O
Dusledek: Pokud graf neobsahuje zaporné cykly, po n-té fazi se algoritmus zastavi.

Diikaz: Po (n—1)-ni fazi jsou vSechna ohodnoceni shora omezena délkami nejkratsich
cest, takze se v n-té fazi uz nemohou zménit a algoritmus se zastavi. O
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Véta: V grafu bez zdpornych cykld nalezne Bellmantv-Forduv algoritmus vsechny
vzdalenosti z vrcholu vy v ¢ase O(nm).

Drikaz: Podle predchoziho dusledku se po n fazich algoritmus zastavi a podle lemmat
D a V vyda spravny vysledek. Béhem jedné faze pfitom relaxuje kazdy vrchol nejvyse
jednou, takZe celd faze dohromady trva O(m). O

Cviceni
1. Ukazte priklad grafu s celo¢iselné ohodnocenymi hranami, na kterém Dijkstrav
algoritmus bézi exponencialné dlouho.

2. Upravte Bellmantv-Fordiuv algoritmus, aby umeél detekovat zaporny cyklus do-
sazitelny z vrcholu vg. Uméli byste tento cyklus vypsat?

3. Papeho algoritmus funguje podobné jako Bellmantv-Fordiv, pouze misto fronty
pouziva zasobnik. Ukazte, ze tento algoritmus v nejhorsim ptipadé bézi expo-
nencidlné dlouho.

4. UvaZujme nésledujici algoritmus: provedeme n fazi, v kazdé z nich postupné
relaxujeme vSechny vrcholy. Spocte tento algoritmus spravné vzdalenosti? Jak
si stoji v porovnani s Bellmanovym-Fordovym algoritmem?

5. Prvni algoritmus vymysleny Bellmanem relaxoval misto vrchold hrany. Cyklic-
ky prochézel vSechny hrany a pro kazdou hranu wv se pokusil snizit h(v) na
h(u) 4+ ¢(u,v). Dokazte, Ze tento algoritmus také spo¢itd spravné vzdalenosti,
a rozeberte jeho slozitost.

6* Dokazte, ze v grafu bez zdpornych cykld se obecny relaxacni algoritmus zastavi,
at uz vrchol k uzavieni vybirame libovolné.

7. Dokazte, ze po zastaveni obecného relaxa¢niho algoritmu kéduji predchidci
P(v) hrany stromu nejkratsich cest.

1.4. Matice vzdalenosti a Floyduv-Warshalluv algoritmus

Neékdy potiebujeme zjistit vzdalenosti mezi vSemi dvojicemi vrcholi, tedy zkon-
struovat matici vzddlenosti. Pokud v grafu nejsou zdporné hrany, mohli bychom
spustit Dijkstriiv algoritmus postupné ze vSech vrcholi. To by trvalo O(n?), nebo
v implementaci s haldou O(n - (n +m) - logn).

V této kapitole ukdzeme jiny, daleko jednodussi algoritmus zalozeny na dy-
namickém programovani (tuto techniku pozdéji rozvineme v kapitole ??). Pochazi
z roku 1959 od Roberta Floyda a Stephena Warshalla. Matici vzdéalenosti spocita
v ¢ase ©(n?), dokonce mu ani nevadi zdporné hrany.

Definice: Oznacime ij délku nejkratsi cesty z vrcholu ¢ do vrcholu j, jejiz vnitini
vrcholy lezi v mnoZiné {1,...,k}. Pokud Zddnd takovéa cesta neexistuje, poloZime
k
Dij = +o0.
Pozorovani: Hodnoty ij maji nasledujici vlastnosti:
] D?j nedovoluje pouzivat zddné vnitini vrcholy, takZe je to budto
délka hrany ij, nebo +o00, pokud takova hrana neexistuje.
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® D;% uz vnitini vrcholy neomezuje, takze je to vzdalenost z i do j.

Algoritmus dostane na vstupu matici D° a postupné bude poéitat matice D', D?,
..., aZz se dopoc¢itd k D™ a vyda ji jako vystup.
Necht tedy zndme DFJ pro néjaké k a vSechna i, j. Chceme spocitat ijﬂ, tedy

délku nejkratsi cesty z @ do j pres {1,...,k + 1}. Jak mtize tato cesta vypadat?
(1) Budto neobsahuje vrchol k + 1, v tom pfipadé je stejnd, jako nej-
kratsi cesta z i do j ptes {1,...,k}. Tehdy ijﬂ = Dy;.
(2) Anebo vrchol k + 1 obsahuje. Tehdy se skldda z cesty z i do k + 1
a cesty z k+ 1 do j. Obé diléi cesty jdou pfes vrcholy {1,...,k}

a obé musi byt nejkratsi takové (jinak bychom je mohli vyménit za
kratsi). Proto ijﬂ = D;-fk“ + DZ_HJ.

Za ij*l si proto zvolime minimum z téchto dvou variant.

Musime ale oSetfit jeden potencialni problém: v piipadé (2) spojujeme dvé ces-
ty, coz ovSem nemusi dat cestu, nybrz sled: nékterym vrcholem z {1,...,k} bychom
mohli projit vicekrat. Staci si ale uvédomit, ze kdykoliv by takovy sled byl kratsi
nez cesta z varianty (1), znamenalo by to, Ze se v grafu nachézi zaporny cyklus.
V grafech bez zapornych cyklu proto nas vzorec funguje.

Hotovy algoritmus vypadéa takto:

Algoritmus FLOYDWARSHALL
Vstup: Matice délek hran D°

1. Prok=0,...,n—1:

2. Proi=1,...,n:
3. Proj=1,...,n
4. D'« min(DF;, D¥, ., + DF ., )

Vystup: Matice vzdalenosti D™

Casova slozitost evidentné ¢ini ©(n?), pamétova bohuzel také. Nabizi se vyuzit
toho, ze vidy potfebujeme pouze matice D* a D**+1, takZe by nam misto trojroz-
mérného pole stacila dvé dvojrozmeérna.

Existuje ovSem elegantnéjsi, byt ponckud drzy trik: pouzijeme jedinou matici
a budeme hodnoty prepisovat na misté. Pak ovSem nerozlisime, zda pravé ¢teme

D’;q, nebo na jeho misté uz je zapsano D’;(}H. Zajimavé je, ze na tom nezalezi:
. “ - c Pkl pk E+1 Pk
Lemma: Pro vSechna ¢,j, k plati D7y - = Dy s a Dy =Dy,

Diikaz: Podle definice se leva a prava strana kazdé rovnosti lisi jenom tim, zda jsme
jako vnitini vrchol cesty povolili pouzit vrchol k£ + 1. Ten je ale uz jednou pouzit
jako pocatecni, resp. koncovy vrchol cesty, takze se uvniti tak jako tak neobjevi. [J

Véta: Floyduv-Warshalltiv algoritmus s pfepisovanim na misté vypocte matici vzda-
lenosti grafu bez zépornych cykli v ¢ase ©(n?) a prostoru ©(n?).
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Cvicéeni

1.

Jak z vysledku Floydova-Warshallova algoritmu zjistime, kudy nejkratsi cesta
mezi néjakymi dvéma vrcholy vede?

Upravte Floydiv-Warshalltiv algoritmus, aby pro kazdy vrchol nasel nejkratsi
kruznici, ktera jim prochézi. Predpokladejte, ze v grafu nejsou zadné zaporné
cykly.

Upravte Floydtuv-Warhsalltv algoritmus, aby zjistil, zda v grafu existuje zapor-
ny cyklus.

1.5. Dalsi cviéeni

1.

Lze se v algoritmech na hledani nejkratsi cesty zbavit zapornych hran tim, Ze
ke vsem ohodnocenim hran pfi¢teme néjaké velké cislo k7

Pocitac¢ovou sit popiSeme orientovanym grafem, jehoz vrcholy odpovidaji rou-
tertim a hrany linkdm mezi nimi. Pro kazdou linku zname pravdépodobnost
toho, ze bude funkéni. Pravdépodobnost, ze bude funkéni néjaka cesta, je da-
na soucinem pravdépodobnosti jejich hran. Jak pro zadané dva routery najit
nejpravdépodobnéjsi cestu mezi nimi?

Méjme mapu mésta ve tvaru orientovaného grafu. Kazdou hranu ohodnotime
podle toho, jaky nejvyssi kamion po dané ulici mtze projet. Po cesté tedy pro-
jede maximalné tak vysoky naklad, kolik je minimum z ohodnoceni jejich hran.
Jak pro zadané dva vrcholy najit cestu, po niz projede co nejvyssi naklad?

V Tramtarii jezdi po Zeleznici samé rychliky, které nikde po cesté nestavi. V jizd-
nim fadu je pro kazdy rychlik uvedeno pocatecni a cilové nadrazi, ¢as odjezdu
a Cas prijezdu. Nyni stojime v ¢ase t na nadrazi a a chceme se co nejrychleji
dostat na nadrazi b. Navrhnéte algoritmus, ktery najde takové spojeni.
Pokracujeme v predchozim cvic¢eni: Mezi vSemi nejrychlejsimi spojenimi chceme
najit takové, v némz je nejméné prestupi.

Sménarna obchoduje s n ménami (ména ¢islo 1 je koruna) a vyhlasuje matici
kurzt K. Kurz K;; fik4, kolik za jednu jednotku ¢-té mény dostaneme jednotek
j-té mény. Vymyslete algoritmus, ktery zjisti, zda existuje posloupnost smén,
ktera zacne s jednou korunou a skonéi s vice korunami.

Vymyslete algoritmus, ktery nalezne vSechny hrany, jez lezi na alesponl jedné
nejkratsi ceste.

Kritickd hrana budiz takova, kterd lezi na vSech nejkratsich cestach. Tedy ta,
jejiz prodlouzeni by ovlivnilo vzdalenost. Navrhnéte algoritmus, ktery najde
vsechny kritické hrany.

Silnice v mapé mame ohodnocené dvéma ¢isly: délkou a mytem (poplatkem za
projeti). Jak najit nejlevnéjsi z nejkratsich cest?

10X* Sestrojte algoritmus pro FeSeni soustavy linearnich nerovnic tvaru z; —z; < ¢;j,

kde ¢;; jsou redlné, ne nutné kladné konstanty.
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