1. Casova a pamétova slozitost

Cilem kazdého programatora je bezesporu navrhovat co nejlepsi algoritmy. Na-
vrhnout dobry algoritmus da vSak casto znacnou praci; nabizi se totiz otazka, jak
viibec pozname, zda urcity algoritmus je kvalitni. Kdyz mame dva algoritmy feSici
stejnou tlohu, jak rozhodneme, ktery z nich je lepsi? A co vlastné znamenaji pojmy
Hlepsi“ a horsi“?

Kritérii kvality maze byt mnoho. Napfiklad mtzeme za lepsi algoritmus pova-
zovat ten, ktery nas napadne jako prvni, nebo ten, jehoZ naprogramovani nam da
méné prace. Obvykle vSak posuzujeme algoritmy na zdkladé vlastnosti vysledného
programu. Budou nés zajimat ¢asové a pamétové naroky programu, tzn. rychlost
vypoctu a velikost potfebné operacni paméti pocitace.

Jako prvni srovnavaci metoda nas nejspis napadne srovnavané algoritmy napro-
gramovat v néjakém programovacim jazyce, spustit je na vétsi mnoziné testovacich
dat a méFit se stopkami v ruce (nebo alesponl s té€mi zabudovanymi do opera¢niho
systému), ktery z nich je lepsi. Takovy postup se skuteéné v praxi pouziva, z teore-
tického hlediska je vSak nevhodny. Kdyz bychom chtéli v literatuie popsat vlastnosti
uréitého algoritmu, asi jen stézi napiSeme ,na mém stroji dobéhl do hodiny“. A jak
bude fungovat na jiném stroji, s odliSnou architekturou, naprogramovany v jiném
jazyce, pod jinym opera¢nim systémem, pro jinou sadu vstupnich dat?

V této kapitole vybudujeme a vysvétlime miru doby béhu algoritmu a jeho pa-
méfovych naroki, kterd bude nezdvisla na technickych podrobnostech stroje, jazyka
a operac¢niho systému, na némz bychom jinak algoritmus museli analyzovat. Témto
mirdm budeme fikat casovd sloZitost pro méfeni rychlosti algoritmu, a analogicky
pamétovd sloZitost pro méfeni pamétovych naroki.

1.1. Jak funguji pocitace uvnitf

Definice pojmu ,,poc¢ita¢* neni samoziejma. V soucasnosti i v historii bychom
jisté nasli spoustu stroji, kterym by se tak dalo fikat. My se pridrzime vSeobec-
né uznavané definice, kterou v roce 1946 vyslovil vynikajici matematik John von
Neumann. Ta obsahuje nasledujici body:

® Stroj ma 5 funkénich jednotek:
* ¥idici jednotka (fadi¢) — koordinuje ¢innost ostatnich jed-
notek
* aritmeticko-logickd jednotka — provadi numerické vypocty,
vyhodnocuje podminky, ...
* opera¢ni pamét — uchovava ¢iselné kédovand data a pro-
gram(!)

(1) Zde stoji za zdtraznéni fakt, Ze data i program jsou ve stejné operaéni pamé-
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* vstupni zafizeni — zafizeni, odkud se do pocitace dostavaji
data k zpracovani

* vystupni zafizeni — do tohoto zafizeni zapisuje pocitac¢ vy-
sledky své ¢innosti

e Struktura je nezavisla na zpracovavanych problémech, na feseni pro-
blému se musi zvenéi zavést ndvod na zpracovani (program) a musi
se ulozit do paméti; bez tohoto programu neni stroj schopen prace.
® Programy, data, mezivysledky a kone¢né vysledky se ukladaji do
téze paméti.
® Pamét je rozdélend na stejné velké buriky, které jsou pribézné oéis-
lované; ptes ¢islo buitky (adresu) se dé pfeéist nebo zménit obsah
bunky.
® Po sobé jdouci instrukce programu se ulozi do pamétovych bunék
jdoucich po sobé, ptistup k nasledujici instrukci se uskutecni z ridici
jednotky zvySenim instrukéni adresy o 1.
® Instrukcemi skoku se da odklonit od zpracovani instrukci v uloze-
ném potradi.
e Existuji nasledujici typy instrukeci:
* aritmetické instrukce (séitani, ndsobeni, ukladani konstant,
* logické instrukce (porovnéni, not, and, or, ...)
* instrukce pfenosu (z paméti do Fidici jednotky a opac¢né, na
vstup a vystup)
* podminéné a nepodminéné skoky
* ostatni (Cekdni, zastaveni, ...)
® Vsechna data (instrukce, adresy, . .. ) jsou ¢iselné kédovand, spravné
dekédovani zabezpecuji vhodné logické obvody v fidici jednotce.
Presné specifikaci pocitace, tedy zpusobu vzajemného propojeni jednotek, je-
jich komunikace a programovani, popisu instrukéni sady, fikdme architektura.
Nezabihejme do detailt fungovani béznych osobnich pocitaci, ¢ili popisu jejich
architektury. V kazdém z nich se vSak jednotky chovaji tak, jak popsal von Neu-

vytvorime a spustime program.

Algoritmus zapiSeme obvykle ve formé vyssiho programovaciho jazyka. Zde je
priklad v jazyce C.
#include <stdio.h>

ti. Pocitac tak vlastné pojem ,data“ a ,program“ nerozliSuje, povoluje tedy tfeba
program meénit ,,pod rukou“ a podobné. Existuji vSak i jiné architektury, naptiklad
tzv. harvardska, které program a data disledné oddeéluji.
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vstupni zarizeni operalni pamét vystupni zafizeni

aritmeticka jednotka radic

|

Obr. 1.1: Schéma von Neumannova pocitace (po Sipkach tecou data a povely)

int main(void)

{
static char s[] = "Hello world\n";
int i, n = sizeof(s);
for (i = 0; i < n; i++)
putchar(s[il);
return 0;
}

Aby fidici jednotka mohla program provést, musi misto pfedchoziho programu
dostat posloupnost jednoduchych instrukci, které jsou ¢iselné kédovany. K tomu (a
mnoha dal$im vécem) slouzi proces piekladu (kompilace) zdrojového programu do
strojového kddu.

Nasledujicimi piikazy v opera¢nim systému Linux jsme spustili pirekladac ja-
zyka C, prelozili vzorovy program do strojového kédu a spustili ho.
$ gcc hello.c -o hello

$ ./hello
Hello world
$

Preskocime-li v§echny podrobnosti prekladani programu, koneénym produktem
prekladu je obvykle spustitelny program, to jest posloupnost strojovych instrukci
pro dany stroj. Narozdil od naseho prikladu zapsaném v jazyce C, ktery na vsech
pocitacich s prekladacem jazyka C bude vypadat stejné, strojovy kéd se bude li-
§it architekturu od architektury, operacni systém od operac¢niho systému, dokonce
prekladac od prekladace.

Ukazeme priklad tseku strojového kédu, ktery vznikl po prekladu naseho pii-
kladu v opera¢nim systému Linux na architektufe Intel x86. Aby se lidem jednotlivé
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instrukce 1épe cetly, maji pfifazeny své symbolické nazvy. Tomuto jazyku symbo-
lickych instrukci se fika assembler. Kromé symbolickych nazvi instrukci dovoluje
assembler jesté pro pohodli pojmenovat adresy a nékolik dalSich uzitecnych véci.

main:

L3:

L2:

L1:

A pro zajimavost jesté na architektuie PPC64:

main:

L2:

leal 4(%esp), %hecx
andl $-16, %esp
pushl  -4(%ecx)

pushl  Y%ebp

movl %esp, %ebp
pushl  Y%ecx

subl $20, %esp

movl $13, -8(%ebp)
movl $0, -12(%ebp)
jmp L2

movl -12(%ebp) , %eax
movzbl L1(%eax), %eax
movsbl Y%al,’%eax

movl %heax, (hesp)
call putchar

addl $1, -12(%ebp)
movl -12(%ebp) , %eax
cmpl -8(%ebp) , heax
j1 L3

movl $0, Yeax

addl $20, %esp

popl %hecx

popl %ebp

leal -4 (%ecx), %hesp
ret

.string "Hello world\n"

stwu 1,-32(1)
mflr O

stw 31,28(1)
stw 0,36(1)
mr 31,1

1i 0,13

stw 0,12(31)
1i 0,0

stw 0,8(31)
lwz 0,8(31)
lwz 9,12(31)
cmpw 7,0,9
blt 7,L5
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b L3

L5: lis 9,s0@ha
la 9,s00@1(9)
lwz 0,8(31)
add 9,9,0
1bz 0,0(9)
rlwinm 0,0,0,0xff
mr 3,0
bl putchar
lwz 9,8(31)
addi 0,9,1
stw 0,8(31)
b L2

L3: 1i 0,0
mr 3,0
lwz 11,0(1)
lwz 0,4(11)

mtlr O
lwz 31,-4(11)
mr 1,11
blr
s0: .string "Hello world\n"

Kazda instrukce je zapsana posloupnosti nékolika bytd. Vérime, ze Ctenar si
dokaze predstavit prechozi kéd zapsany v ¢islech a ukazku vynechame.

Programator pisici programy v assembleru musi byt perfektné seznamen s in-
strukéni sadou procesoru, vlastnostmi architektury, technickymi detaily sluzeb ope-
ra¢niho systému a mnoha dal$imi vécmi.(?

1.2. Rychlost konkrétniho vypocétu

Dejme tomu, ze chceme zmérit dobu béhu naseho prikladu ,,Hello world* z pred-
choziho oddilu. Za¢neme nejjednodussi metodou — se stopkami v ruce. Jak pfesné
stopky a rychlé ruce bychom na to museli mit nyni ponechme stranou. Spustime-li na
opera¢nim systému program nékolikrat, nejspis pokazdé naméiime o néco rozdilné
Casy. Muze za to aktivita ostatnich procesti, stav opera¢niho systému, obsahy nej-
ruznéjsich vyrovnavacich paméti a desitky dalsich véci. A to jesté ukdzkovy program
necte zadna vstupni data. Co kdyby se doba jeho béhu odvijela podle nich?

) 7 vlastni zkuSenosti miZeme jako assembler doporucit GNU Assembler, ktery
je dobfe zdokumentovan. Detaily jednotlivych instrukci, fungovani procesoru a po-
mocnych systémil je tfeba hledat v dokumentaci vyrobce, ktera byva k dispozici na
jeho webovych strankach.

5 2014-10-17



Takovy pfistup se tedy hodi pouze pro testovani kvality konkrétniho programu
na konkrétnim hardware a konfiguraci. Nezatracujeme ho, velmi ¢asto se pouziva
pro testovani programi urcenych k nasazeni v téch nejvypjatéjsich situacich. Ale
nasim cilem v této kapitole je vyvinout prostiedek na méreni doby béhu obecné
popsaného algoritmu, bez nutnosti naprogramovani v konkrétnim programovacim
jazyce a architekture. Navic zohlednujici zavislost na mnozstvi vstupnich dat.

Dejme se tedy do postupné tvorby takové metody. Zapomerime odted na detai-
ly prekladu programu do strojového kédu, zapomenme dokonce na detaily néjakého
konkrétniho programovaciho jazyka. Algoritmy za¢neme popisovat pseudokddem. To
znamena, ze nebudeme v programech zabihat do technickych detailti konkrétnich ja-
zyk ¢i architektury, nicméné s jejich znalosti bude uz potom snadné pseudokdd do
programovaciho jazyka prepsat. Operace budeme popisovat slovné, pfipadné mate-
matickou symbolikou.

Nyni spocitame celkovy pocet provedenych tzv. elementdarnich operaci. Timto
pojmem rozumime piedevsim operace s¢itani, od¢itani, nasobeni, porovnavani; také
zakladni Fidici konstrukce, jako jsou tfeba skoky a podminéné skoky. Zkratka to, co
normalni procesor zvladne jednou nebo nejvyse nékolika instrukcemi. Elementéarni
operaci rozhodné neni napiiklad pfesun pamétového bloku z mista na misto, byt
vypada zapsany jedinym prikazem, nebo tifeba vétSina operaci s textovymi fetézci.

Cas vykonani jedné elementérni operace prohlasime za jednotkovy a zbavime se
tak jakychkoli jednotek ve vysledné dobé béhu algoritmu. V zasadé je za elementéarni
operace mozné zvolit libovolnou rozumnou sadu — doba provadéni programu se tak
zméni nejvyse konstanta-krat, na ¢emz, jak za chvili uvidime, zase tolik nezélezi.

Pozorny ¢tenaf se nyni jisté zeptd, jak pocitat pocet provedenych operaci u al-
goritmu, jehoz doba béhu zavisi na vstupu a miize probihat mnoha rtiznymi vétvemi.
V takovém ptipadé vzdy vezmeme mazximdlni mozny pocet provedenych operaci, kte-
ry vyjadiime vzhledem k vstupu, nejcastéji vzhledem k jeho velikosti.

Jednoduché vypodty éasovych naroku programu

Nez pokroc¢ime dale, zkusme urcit pocet provedenych operaci u jednoduchych
algoritmi. Konkrétné, budeme nejdiive misto po¢tu operaci pocitat pocet vypsanych
hvézdicek. Ze vstupu vSechny algoritmy nejprve na ivod prectou prirozené cislo N.
Ctenaf necht zkusi nejdfive u kazdého algoritmu poéet hvézdi¢ek spoéitat sam a
teprve potom se podivat na nas vypocet.

Algoritmus HVEZDICKY 1
Vstup: ¢islo N

1. Proiod 1 do N opakuj:
2. Pro j od 1 do N opakuj:
3. Tiskni *

V algoritmu 1 vidime, ze vnéjsi cyklus se provede N-krat, vnofeny cyklus také
N-krat, dohromady tedy N? vytisténgch hvézdicek.
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Algoritmus HVEZDICKY 2

Vstup: ¢islo N
1. Proi od 1 do N opakuj:
2. Pro j od 1 do i opakuj:
3. Tiskni *

Rozepisme, kolikrat se provede vnitini cyklus v zévislosti na i. Pro ¢ = 1 se
provede jedenkrat, pro ¢ = 2 dvakrat, a tak déle, az pro i = N se provede N-krat.
Dohromady se vytiskne 1+ 243 + ...+ N hvézdicek, coz naptiklad pomoci vzorce
na soucet aritmetické posloupnosti seéteme na N(N + 1)/2.

Algoritmus HVEZDICKY 3

Vstup: ¢islo N

1. Dokud N > 1, opakuj:
2. Tiskni *
3. N + |N/2|

V kazdé iteraci cyklu se N snizi na polovinu. Provedeme-li cyklus k-krat, snizi
se hodnota N na |N/2¥|, neboli kles4 exponencialné rychle v zavislosti na poctu
iteraci cyklu. Chceme-li urcit pocet iteraci, vyiesime rovnici [N/2¢] = 1 pro ne-
zndmou £. Vysledkem je tedy zhruba dvojkovy logaritmus N. Ctenafe odkaZeme na
cviceni 1.2.1, aby vysledek urcil presné.

Algoritmus HVEZDICKY 4

Vstup: ¢islo N

1. Dokud je N > 0, opakuj:

2. Je-li N liché:

3. Pro ¢ od 1 do N opakuj:
4. Tiskni *

5. N + |N/2|

Zde se jiz situace zac¢ind komplikovat. V kazdé iteraci vnéjsiho cyklu se N
snizi na polovinu a vnofeny cyklus se provede pouze tehdy, bylo-li pfedtim N liché.
To, kolikrat se vnofeny cyklus provede, tedy nepijde iplné snadno vyjadrit pouze
z velikosti ¢isla N. V souladu s nasimi pravidly tedy pocitejme nejdel$i mozny priabéh
algoritmu, kdy test na lichost N pokazdé uspéje. Tehdy se vytiskne h = N+ |N/2|+
IN/22| +...+|N/2F] 4 ...+ 1 hvézdi¢ek. Protoze neni na prvni pohled vidét, kolik
h prepsané do jednoduchého vzorce vyjde, spokojime se alesponi s hornim odhadem
na h.

Ozna¢me symbolem s pocet ¢lentt v sou¢tu h. Hodnotu h shora odhadneme

jako
N N =1
h=2 =2 =Ny

pridanim dalsich ¢lend do fady az do nekonecna. Jak vime z matematické analyzy,
fada Z;’io 1/2* = ¢ konverguje, tj. nas¢itd se na pevné koneéné ¢islo c¢. Dostavame,

o)

7 2014-10-17



7e pocet vytisténych hvézdicek nebude vyssi, nez ¢V, kde ¢ je pevna konstanta nijak
nezévisejici na N. Cislo c lze spoéitat i piesné, viz cviceni 1.2.3.

Protoze se v této kapitole snazime vybudovat miru doby béhu algoritmu a
nikoli po¢tu vytisténych hvézdicek, ukdzeme u nasich prikladd, Ze z poctu vytisté-
nych hvézdicek vyplyva i fadovy pocet vSech provedenych operaci. V algoritmu 1
na vytisténi jedné hvézdicky provedeme maximalné Ctyfi operace: zménu promén-
né j, mozna jesté zménu proménné 7 a testy, zda-li neskoncil vnitini ¢i vnéjsi cyklus.
V algoritmech 2 a 3 je to velmi podobné — na vytisténi jedné hvézdicky potfebujeme
maximalné ¢tyti dalsi operace.

Algoritmus 4 v pfipadé, Zze vSechny testy lichosti uspéji, pro tisk hvézdicky
provede zménu proménné ¢, maximéalné jeden test lichosti, maximalné jednu aritme-
tickou operaci s N a podminény skok. Co vSak je-li nékdy v pribéhu N sudé? Co
kdyZ test na lichost uspéje pouze jednou nebo dokonce viibec? (K rozmysleni: kdy
se to mize stat?) Mize se tedy pfihodit, Ze se vytiskne jen velmi mélo hvézdicek
(t¥eba jedna) a algoritmus pfesto vykona velké mnozstvi operaci. V tomto algorit-
mu tedy pocet operaci s poétem hvézdicek nekoresponduje. Ctenaie odkiZeme na
cviceni 1.2.2, aby zjistil pfesné, na ¢em pocet vytisténych hvézdicek zavisi.

Pojdme shrnout poéty vykonanych krokt (nebo alespoii jejich horni odhady)
nagich ¢tyt algoritmiti: 4N2, 4N (N + 1)/2, coz je po tpravé 2N? + 2N, 4log, N a
4¢N. Podivame se na chovani algoritmu pro gigantickd IV, feknéme v Fadu biliont.

Nejprve si vSimnéme, Ze algoritmus 3 bude nejrychlejsi ze vSech. I pro IV fadove
bilion se vykona pouze nékolik malo kroku. Algoritmus 4 vykona krokt maximalné
bilion kréat pevna konstanta c. Uplné nejpomalejsi budou algoritmy 1 a 2, podstatné
vice nez algoritmy 3 a 4.

Jak to, ze jsme schopni predpovédét rychlost algoritmii, aniz bychom je spustili?
To je praveé smyslem urcovani ¢asové slozitosti. Vyjadrili jsme pocet krok matema-
tickou funkei (a kdyz jsme to nesvedli, tak jsme ji asponl co nejlépe odhadli) a na
zékladé ni jsme schopni fadové predpovidat vlastnosti algoritmu.

Dalsi postteh se bude tykat algoritmt 1 a 2. Pro, feknéme, N = 10'° vykona
prvni algoritmus 4 - 100 hvézdicek a druhy algoritmus zhruba 2 - 1020 krokd, coz je
skoro tolik co prvni algoritmus, tedy alespon fadové. Kdyz se zadivame na vzorce
s pocty krokt, v obou figuruji ¢leny N2. Tato funkce roste dominantné vzhledem
k ostatnim c¢lenim a pro obrovskd N bude v podstaté jedind dtlezitd, pomaleji
rostouci Cleny se ,ztrati“.

Stejny osud potka multiplikativni konstanty, v pfipadé algoritmu 1 konstantu 2.
Multiplikativni konstanta neni dutlezita, protoze rizné pocitace jsou ruzné rychlé.
Radovy pocet operaci jiz vSak zanedbatelny neni.

Cviceni:
1.  Urcete pocet vytisténych hvézdic¢ek u algoritmu Hvézdicky 3 naprosto pfesné,
jednoduchym vzorcem.

2.  Na ¢em u algoritmu Hvézdicky 4 zavisi pocet vytiSténych hvézdicek?
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3. Dokazte, ze

| —

- = 2.

>y

=0

\V)

1.3. Zavedeni ¢asové a pamétové slozitosti

Casova slozitost

Zanechme nadale ilustra¢nich priklada tisknoucich hvézdicky a pocitejme u al-
goritmd mnozstvi provedenych elementarnich operaci. Vyzbrojeni pfedchozimi po-
znatky, popiseme ,kuchatku“, jak urc¢it fadové dobu béhu algoritmu, kterou uz mi-
zeme nazyvat casovou sloZitosti. Tomuto zpusobu odhadovani rastu funkci fikame
také asymptotické odhady a asymptotickd sloZitost.

V naprosté vétsiné piipadi nas bude zajimat doba béhu algoritmu v nejhorsim
mozném piipadé mérend v zavislosti na velikosti vstupnich dat a pokud ji neumime
spocitat presné, tak alespon stanovime co nejlepsi horni odhad. Diilezité je chovani
algoritmu pro obrovské vstupy. Pro malé mnozstvi zpracovavanych dat dobfe poslou-
7i doslova kazdy spravny algoritmus. Jenze na obrovskych vstupech bude opravdu
znat efektivita. Bude rozdil, jestli nas algoritmus pobézi vterinu, hodinu nebo 100
let.

1) Ur¢ime pocet f(N) provedenych elementarnich operaci algoritmu
v zavislosti na vstupu o velikosti nejvyse N, v nejdel$im mozném
pribéhu algoritmu. Pokud neumime urcit pocet operaci pfesné, na-
jdeme alespoii co nejlepsi horni odhad na f(N).

2) Ve vysledné formuli f(N), kterd je souc¢tem nékolika ¢lent, pone-
chédme pouze nejrychleji rostouci funkci, ostatni zanedbame, tj. vy-
pustime.

3) Seskrtame multiplikativni konstanty. Ale jen ty! Nikoli ostatni ¢isla
ve vzorci.

Jak bychom podle nasi kuchatky postupovali u ukazkového algoritmu 2: Uz
jsme spocetli, ze se vykona nejvyse 4N(N +1)/2 = 2N? + 2N elementérnich ope-
raci. Skrtneme élen 2N a zbude nam tedy 2N2. Na zavér krtneme multiplikativni
konstantu 2. Pozor, dvojka v exponentu neni multiplikativni konstanta.

Funkci g(N), kterd zbude, nazveme ¢asovou slozitosti algoritmu a tento fakt
oznac¢ime vyrokem ,algoritmus ma ¢asovou slozitost O(g(NN))“. Nase ukdzkové algo-
ritmy tudiz maji po fadé ¢asovou slozitost O(N?), O(N?), O(log N) a O(N). Zde
necht si ¢tendf povsimne, Ze jsem ve vyrazu O(log N) vynechali zaklad logaritmu.
To je proto, ze v informatické literatuie se dvojkové logaritmy vyskytuji zdaleka
nejCastéji, a proto se v takovém pripadé zaklad obvykle vynechdva. Mohlo by se
vsak stat, Ze by algoritmus vykonal fadové dejme tomu logs N operaci, ¢i néjaky
jiny zaklad. Ctenafi nechdme v cviceni 1.3.1 k rozmysleni, pro¢ i tehdy lze v zapisu
slozitost vynechat zaklad logaritmu.

9 2014-10-17



Slozitosti algoritmt mohou byt velmi komplikované funkce. Nejcastéji se vsak
setkdvame s algoritmy, které maji jednu z nasledujicich slozitosti. Slozitosti O(N)
iikdme linedrni, O(N?) kvadratickd, O(N?3) kubickd, O(log N) logaritmickd, O(2)
exponencidlni a O(1) (tedy Ze se provede pouze konstantné mnoho krokt) konstant-
ni.

Casové slozitost hraje zésadni roli v kvalité algoritmu. Pro ilustraci v nésle-
dujici tabulce uvedme, jak rychle rostou urcité funkce, které se casto vyskytuji jako
Casové slozitosti algoritmu.

Funkce | N=10 | N=100 | N =1000 | N =10000
log N 1 2 3 4

N 10 100 1000 10000
Nlog N 10 200 3000 40000
N2 100 10000 10° 108

2N 1024 ~ 107 ~ 10310 ~ 103100

Vidime, Ze algoritmus s exponencialni ¢asovou slozitosti by pro velkd N vy-
konal skutecné enormni mnozstvi operaci. Zkusme odhadnout, jak dlouho by bézel
algoritmus s ¢asovou slozitosti O(2V) na soucasném poéitaci typu PC pro N = 70.
Uvazime jako pramér procesor s frekvenci 2 GHz, ktery v jednom tiku zpracuje jednu
instrukci, ¢ili operaci. Za rok by tedy tento pocita¢ byl schopny vykonat maximalné
365-24-60-60-2-10° ~ 6,3 -10'6 operaci. Protoze celkem je k vykonani 270 ~ 102!
operaci, nedockali bychom se vysledku ani za 10000 let.

Pomalost exponencialnich algoritmt je také mozné vidét na nasledujicim po-
stiehu: kdybychom zdvojnésobili rychlost pocitace, umozni ndm to ve stejném case
zpracovat pouze o konstantu vétsi vstup. Proto se zpravidla snazime exponencialnim
algoritmiim vyhybat a uchylujeme se k nim, pouze pokud neméame jinou moznost.(?)

Algoritmiim se slozitostmi O(N*) pro pevna konstantni k ¥ikdme polynomidlni
a jsou chépany jako efektivni.

Pamétova slozZitost

Velmi podobné jako ¢asova slozitost se da zavést tzv. pamétovd sloZitost (nékdy
téz prostorovd sloZitost), kterd méfi pamétové naroky algoritmu. K tomu musime
spocitat, kolik nejvice tzv. elementarnich pamétovych bunék bude v daném algoritmu
v kazdém okamziku pouzito. V b&znych programovacich jazycich (jako jsou naptiklad
C nebo Pascal) za elementarni buitku mtizeme povaZovat napiiklad proménnou typu

(3) Znalec trhu s poéita¢ovym hardware by zde mohl namitnout, Ze vyvoj pocitaci
jde kuptedu tak rychle, ze podle empiricky ovéfeného Mooreova zakona se kazdé
dva roky vykon pocitact zdvojnasobi. To vSak znamend pouze to, ze algoritmus se
slozitosti O(2V) na o 20 let novéj§im stroji ve stejném ¢ase zpracuje pouze o 10 vetsi
vstup.
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integer, float, byte, ¢i ukazatel, naopak elementarni velikost rozhodné nemaji
napfiiklad pole ¢i textové Tetézce.

Opét vyjadiime mnozstvi spotfebovanych pamétovych bunék funkei f(N) v zé-
vislosti na velikosti vstupu N, pokud to neumime pfesné, tak alespon co nejlepsim
hornim odhadem, aplikujeme t¥ibodovou kuchatfku a vysledek zapiSeme pomoci no-
tace O(g(N)). V nasich ¢tytech piikladech je tedy vSude pamétova slozitost O(1),
nebot vzdy pouzivime pouze konstantni mnozstvi celo¢iselnych proménnych.

Asymptoticka notace aneb O, 2,0

Matematicky zaloZeny Ctenar jisté citi, ze ponékud vagni popis urceni ¢asové

a pamétové slozitosti algoritmu (tfibodova kuchatka) je dosti nepfesny a zada si
exaktni definice. Pojdme se do ni pustit.
Definice: Necht f,g : N — N jsou dvé funkce (kde funkci f(n) budeme uzivat pro
pocet elementérnich operaci (bunék) algoritmu). Rekneme, ze funkce f(n) je tiidy
O(g(n)), jestlize existuje takova kladna redlnd konstanta C' a pfirozené ng, Ze pro
vSechna prirozend n > ng plati f(n) < Cg(n). Funkci g(n) se ¥ika horni asymptoticky
odhad funkce f(n).

Jingmi slovy, pfedchozi definice fikd, Ze funkce g(n) shora omezuje f(n) az na
multiplikativni konstantu. Technicky vzato je O(g(n)) mnozina vSech funkci f(n),
které spliiuji predchozi definici, méli bychom tedy spravné psat f(n) € O(g(n)).
V literatute se vSak v tomto piipadé formalismy pfilis nedodrzuji, misto formalné
spravného f(n) € O(g(n)) se pouziva znaceni f(n) = O(g(n)), piipadné fraze ,f je
O(g(n))“ a podobné. Pfijméme tedy i my tyto zvyklosti a pouzivejme stejné (Gisté
formdlné vzato nespravné) vyrazy a znaceni.

Nabizi se také otazka, pro¢ jsme zavedli ¢islo ng a splnéni nerovnosti pozadu-
jeme az pro n > ng. Tato konstrukce ndm totiz umozni volit za g(n) i funkce, které
maji nékolik pocatecnich funkénich hodnot nulovych ¢i dokonce zapornych a nenasli
bychom tedy jinak vhodnou konstantu C'.

Uvédomime si nyni, ze v pfedchozim oddilu popsané tfibodova ,kuchatka“ je
vlastné dusledkem pravé vyslovené definice. V bodu 1 musime urcit nejvétsi mozny
pocet provedenych elementarnich operaci daného algoritmu vzhledem k velikosti
vstupu, coz je presné urceni funkce f. V bodu 2 ponechame z formule popisujici
funkci f, kterd je souctem nékolika ¢lent, pouze nejrychleji rostouci ¢len. Presnéji
feceno, pokud je f(n) = f1(n) + f2(n) a fi roste alespon tak rychle jako fo, ¢len fo
vynechame. Pojem ,,f; roste alespoii tak rychle jako fo“ vSak znamend pfesné to,
7e existuje jisté ng takové, Ze fi(n) > fa(n) pro n > ng, ¢li fa(n) = O(f1(n)) a
tedy i f(n) = O(f1(n)). Na zavér, kdyz uz zbyva pouze f(n) = c- f'(n) pro néjakou
konstantu ¢, vSimnéme si, Ze v definici 1ze zvolit C := ¢ a tudiz f(n) = O(f'(n)),
mizeme tedy Skrtat multiplikativni konstantu.

Zavadime téZz dolni asymptoticky odhad funkce.

Definice: Mé&jme dvé funkce f, g : N — N. Rekneme, 7e funkce f(n) je ttidy Q(g(n)),
jestlize existuje takova kladné realna konstanta C', ze pro vSechna pfirozena c¢isla od
jistého ng pocinaje plati f(n) > Cg(n).
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To znamena, Ze funkce g(n) zdola omezuje f(n) az na multiplikativni konstantu.

Slusi se také vysvétlit puvod fraze asymptoticky odhad. Ten pochazi z toho, Ze
zkoumame chovani pro obrovské vstupy, tedy pro n blizici se k nekonec¢nu. V ma-
tematické analyze se zkouma tzv. asymptota funkce, coz je primka, jejiz vzdalenost
od funkce se s rostouci soufadnici zmensuje a v nekonec¢nu se dotykaji. Odtud tedy
nazev.

Vzhledem k nasi definici mtze byt vyjadfeni slozitosti algoritmu pomoci sym-
bolu O dosti hrubé. Kvadratickd funkce 2N? + 3N + 1 je totiz t¥idy O(N?), ale
podle uvedené definice patif také do t¥idy O(N?3), O(N*), atd. Proto se zavadi jeste
symbol ©.

Definice: Rekneme, Ze funkce f(n) je t¥idy ©(g(n)), jestlize f(n) je z O(g(n)) a
soucasné f(n) je z N(g(n)).

Napiiklad nase ukézkové algoritmy 1,2,3,4 maji tedy slozitosti po fadé ©(N?),
O(N?), ©(log N) a ©(N). Symboly Q(g(n)) a ©(g(n)) znadi (stejné jako O(g(n))
mnoziny funkci spliiujicich prislusné definice.

P1i skuteéném srovnavani algoritmt bychom spravné méli posuzovat jejich slo-
zitost podle t¥id slozitosti ©, nikoli podle O. Analyzou algoritmu vSak obvykle dostéa-
vame pouze horni odhad poctu provedenych instrukei nebo potfebnych pamétovych
mist. P peclivé analyze tento odhad zpravidla nebyva prili§ vzdaleny skute¢nosti
a je to tedy nejen urceni tfidy O, ale i tfidy ©. Dokazovat tuto skutecnost for-
korektni pouzivat symbol ©. Budeme proto nadéle vyjadfovat sloZitost algoritmu
prevazné pomoci symbolu O. Pii tom vsak budeme usilovat o to, aby byl nas odhad
asymptotické slozitosti co nejlepsi.

Cviceni:
1. Proc¢ algoritmus, ktery vykona radove log, N operaci pro né€jakou pevnou kon-
stantu k, mé ¢asovou slozitost O(log N) a lze vynechat zdklad logaritmu?

2. Jaka je slozitost nésledujicitho (pseudo)kédu vzhledem k N7

Algoritmus
1. Opakuyj kdyz N > 0:
2. Je-li N liché, poloz N := N — 1,
3. jinak poloz N := N div 2.

3. Jaka je asymptotickd slozitost funkce log,,(n!)?

1.4. Vypocetni model RAM

Matematicky zalozeny jedinec stale nemtize byt plné spokojen. Doposud jsme
totiz odbyvali presné urceni toho, co mizeme v algoritmu povazovat za elementarni
operace a elementarni paméfové buiiky. Nasi snahou bude vyhnout se obtizné fesi-
telnym otazkam u véci jako naptiklad reprezentace redlnych ¢isel a zachazeni s nimi.
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Situaci vyfesime Salamounsky — definujeme vlastni teoreticky stroj, ktery bude mit
presné definované chovani, presné definovany ¢as provadeéni instrukci a presné defi-
novany rozsah a vlastnosti pamétové butiky. Potom déva dobry smysl méfit éasovou
a pamé&fovou naroc¢nost naprogramovaného algoritmu naprosto presné — nezdrzuji
nas vedlejsi efekty realnych pocitact a operacnich systémii.

Jednim z mnoha teoretickych modelu je tzv. Random Access Machine, neboli
RAM.®) RAM neni jeden pevny model, nybrz spise rodina podobngch strojii, které
sdileji urc¢ité spolecné vlastnosti.

Pameét RAMu tvori pole celo¢iselnych bunék adresovatelné celymi éisly. Kazda
burika pojme jedno celé ¢islo. Bystry ¢tenar se nyni otaze: ,,To jako neomezené velké
¢islo?“ Problematiku omezeni kapacity buiky rozebereme v této kapitole pozdéji.

Program je konec¢na posloupnost sekvenéné provadénych instrukci dvou typu:
aritmetickych a ridicich.

Aritmetické instrukce maji obvykle dva vstupni argumenty a jeden vystupni
argument. Argumenty mohou byt budto pfimé konstanty (s vyjimkou vystupniho
argumentu), pfimo adresovand pamétova builka (zadand ¢islem) nebo neptimo ad-
resovana pamétova buiika (jeji adresa je ulozena v pf¥imo adresované buiice).

Ridici instrukce zahrnuji skoky (na konkrétni instrukci programu), podminéné
skoky (napfiklad kdyz se dva argumenty instrukce rovnaji) a instrukci zastaveni
programu.

Na zac¢atku vypoctu obsahuje pamét v uréenych bunkach vstup a obsah ostat-
nich bunék je nedefinovan. Potom je program sekvencéné provadén, instrukci za in-
strukci. Po zastaveni programu je obsah paméti interpretovan jako vystup programu.

cem je tzv. Turingtv stroj.
Konkrétni model RAMu

V naSem popisu stroju z rodiny RAM jsme vynechali mnoho podstatnych de-
tailt. Napriklad presny ¢as vykonavani jednotlivych instrukci, povoleny rozsah cisel
v jedné pamétové buiice, prostorovou slozitost jedné burky presné vymezeni in-
strukéni sady, zejména aritmetickych operaci.

V tomto oddilu pfesné definujeme jeden konkrétni model RAMu. Popiseme
tedy pamét, zachdzeni s programem a vypoctem, instrukéni sadu a chovani stroje.

Procesor v kazdém kroku provede pravé jednu instrukci. K paméti pristupuje
procesor pres pseudopole [i], kde i je celé ¢islo. To znamena, Ze lze pouzit téZ inde-
xaci zapornymi Cisly. Lze pouzit nejvyse jednonasobnou nepfimou adresaci paméti,

(1) Nazev lze pielozit do ¢estiny jako ,stroj s ndhodnym piistupem®. Méné otrocky
zase prili§ dlouhé a kostrbaté, stroji tedy budeme fikat prosté RAM. Pozor, hrozi
zmateni zkratek s Random Access Memory, Cili béZnym nazvem operacni paméti
pocitace typu PC.
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tj. 1ze jako index do pseudopole predstavujiciho pamét pouzit naptiklad jeden z vy-
razii [42], [[-13]], ale nikoliv [[[56]]1]. Rovnéz nelze pouzit jako adresu v paméti
jakykoliv aritmeticky vyraz (napt. [3*[5]1).

Vstup a vystup stroj dostédva a predavé vétsinou v pamétovych buiikéch s ne-
zapornymi indexy, bunky se zdpornymi indexy se obvykle pouzivaji pro pomocna
data a proménné. Prvnich 26 bunék se zdpornymi indexy, tj. [-1] az [-26] ma
pro snazsi pouziti pfifazeno aliasy A, B, az Z a fikdme jim registry. Jejich hodnoty
Ize libovolné ¢ist a zapisovat a pouzivat pro indexaci paméti, 1ze tedy psat napf.
[A], ale nikoliv [[A]]. Registry lze pouzit napiiklad jako dlozisté casto uzivanych
pomocnych proménnych.

Necht X, Y a Z predstavuji néktery z vySe uvedenych vyrazt pro piistup do
paméti ¢i registri, Y a Z mohou byt i celo¢iselné konstanty. Potom instrukce RAMu
jsou tvaru:

e Pfifazeni: X :=Y

® Unarni minus: X := -Y

® Souet: X :=Y + 7

® Rozdil: X :=Y - Z

® Soucin: X :=Y *x Z

® Celociselné déleni: X :=Y / Z, kde Z musi byt nenulové.

® 7bytek po celociselném déleni: X :=Y % Z, kde Z musi byt nenu-
lové.

e Bitova konjunkce: X :=Y & Z

¢ Bitova disjunkce: X :=Y | Z

® Bitova nonekvivalence: X :=Y =~ Z

® Bitovy posun doleva: X :=Y << Z

® Bitovy posun doprava: X :=Y >> 7

® Prazdna instrukce: nop

® Ukonceni vypoctu: halt

® Nepodminény skok: goto LABEL, kde LABEL je navésti, definuje se
napsanim LABEL: pied instrukci.

® Podminény piikaz: if LOGEXPR then INSTR

INSTR je libovolna instrukce mimo podminéného prikazu a LOGEXPR je jeden
z nasledujicich logickych vyrazi:

® Test rovnosti: Y = Z

® Negace testu rovnosti: Y <> Z

® Test ostré nerovnosti: Y < Z, pfipadné Y > Z

® Test neostré nerovnosti: Y <= Z, pfipadné Y >= 7

Doba provadéni podminéného ptikazu nezavisi na splnéni jeho podminky a je
stejnd jako doba provadéni libovolné jiné instrukce.
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Casovou slozitost programu pro vstup velikosti N (¢ili zabirajici N paméto-
vych bunék) definujeme jako maximum z poétu vykonanych instrukei ptes vSechny
mozné legélni vstupy velikosti nejvyse N. Pamétovou sloZitost programu pro vstup
velikosti N definujeme jako maximalni rozdil nejvyssiho pouzitého indexu pameéti od
nejnizsiho pouzitého indexu paméti, pocitany pres vSechny legalni vstupy velikosti
nejvyse N.

Spravna otazka je, jak se vstup v paméti ocitne. Je asi spravné predpokladat,
7e vstup velikosti N bude potiebovat ¢as O(N) na samotné nahrani do paméti z ex-
terniho zdroje. To by v8ak znamenalo, zZe bychom nemohli studovat algoritmy s lepsi
Casovou slozitosti nez linearni, napiiklad znamy algoritmus vyhledavani ptlenim in-
tervali. Obcas se tedy pro studium jistého typu algoritmi hodi povazovat vstup za
nahratelny do paméti v éase O(1), tehdy vSak pamét zabranou vstupem budeme
uvazovat jako read-only (uréenou pouze ke ¢teni).

Piiklad programu pro RAM

Pro ilustraci prepiseme algoritmus Hvézdic¢ky 2 z pfedchozich oddili co nejveér-
néji do programu pro nas RAM. Pfipomenme tento algoritmus:
Algoritmus HVEZDICKY 2
Vstup: ¢islo N
1. Proiod 1 do N opakuj:
2. Pro j od 1 do i opakuj:
3. Tiskni *

Zadani pro RAM formulujeme takto: V butice [0] je uloZeno ¢islo N. Vystup
je tvoren posloupnosti bunék pocinaje [1], ve kterych je v kazdé zapsana jednicka
(namisto hvézdicky jako v pivodnim programu).

A :=1
C :=1
VNEJSI: if A > [0] then halt
B :=1
A=A+ 1
VNITRNI: if B > A then goto VNEJSI
[c] :=1
C:=C+1
B:=B+1

goto VNITRNI
Omezeni kapacity pamétové bunky

Nas model mé zatim jednu vyrazné neredlnou vlastnost — neomezenou kapacitu
pamétové buiiky. Toho lze vyuzit k nejriiznéjsim triktim. Ponechme naptiklad ¢tenari
k rozmysleni, jak veskerd data programu ulozit do konstantné mnoha pamétovych
bunék (viz cvideni 1.4.2 a 1.4.3).
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Dodefinujeme tedy stroj tak, abychom na jednu stranu neomezili kapacitu buii-
ky, ale na druhou stranu kompenzovali nepfirozené vyhody z jeji neomezenosti ply-
nouci. MozZnosti je mnoho, ukézeme jich tedy nékolik, ke kazdé dodame, jaké jsou
jejl vyhody a nevyhody, a na zavér zvolime tu, kterou budeme pouzivat v celé knize.

PribliZeni prvni. Omezime kapacitu paméfové builky pevnou konstantou,
feknéme na 32 bitt. Tim jisté odpadnou problémy s neomezenou kapacitou, 1ze si
také predstavit, ze aritmetické instrukce pracujici s 32-bitovymi ¢isly lze hardwarové
realizovat v jednotkovém case. Aritmetiku ¢isel delSich nez 32 bitt lze fesit funkcemi
na praci s dlouhymi &isly rozlozenymi do vice pamétovych bunék. Zasadni nevyhoda
v8ak spociva v tom, Ze vzhledem k nasi definici pfistupu do paméti omezime pocet
adresovatelnych pamétovych bunék na 232. Soudasné poéitade typu PC to tak sice
skutecné maji, nicméné z teoretického hlediska je takovy stroj nevyhovujici, protoze
umoziiuje zpracovavat pouze konstantné velké vstupy.(®

PiibliZzeni druhé. Omezime maximalni velikost ¢isla ulozitelného v jedné pa-
métové butice polynomem vzhledem k pocétu pamétovych bundk vstupu. Exaktné
feceno, pro kazdy program na tomto RAMu bude dén polynom p(N) takovy, Ze pro
kazdy vstup velikosti N pamétovych bunék smi program v libovolné pamétové burice
ulozit ¢islo maximalni velikosti p(N).

Tento model odstranuje spoustu nevyhod predchoziho, vétsina zakeinych tri-
ki vyuzivajicich kombinaci neomezené kapacity bunky a jednotkové ceny instrukce
k feseni tézkych problému nepfirozené rychle na ném neprojde. Model ma jedno
omezeni — pokud je velikost ¢isla v buiice nejvyse polynomialni, znamena to, Ze ne-
muzeme pouzit exponencialné ¢i vice pamétovych bunék, protoze jich tolik zkratka
nenaadresujeme. Nemiizeme tedy na tomto stroji pouzivat algoritmy s exponencialni
pamétovou slozitosti. V tomto modelu je také mozné vSechna &isla az prilis rychle
tridit, coz Ctenal miize rozmyslet ve cviceni 1.4.7.

PiibliZeni tfeti. Zavedeme logaritmickou cenu instrukce. To znamena, Ze mis-
to jedné Casové jednotky definitoricky zavedeme, ze aritmeticka instrukce a logicky
vyraz spotfebuje tolik ¢asovych jednotek, kolik je soucet bitt vSech operandi véetné
vystupniho. Cena se nazyva logaritmickd proto, ze pocet bitl ¢isla je imérny loga-
ritmu ¢isla. Tedy napriklad cena instrukce soucinu c¢isel 3 a 8 bude 2 +4 + 5 = 11,
protoze ¢isla 3 a 8 maji 2 a 4 bity a vysledek 24 ma 5 bitt.

Zde jiz. omezeni adresovatelného prostoru nehrozi. Prostorovd komprese paméti
programu do konstantné mnoha bunék je sice stale mozna, je vSak vykoupena vel-
kymi ¢asovymi naroky instrukci. V tom spociva i nevyhoda modelu. V této knize
ukazujeme rychlé tiidici algoritmy majici povoleno tfidéné prvky pouze presouvat a
porovnavat mezi sebou, které maji ¢asovou slozitost O(N log N). Vsude v obvyklé
literatufe se uvazuje, ze porovnani prvki trva ¢as O(1), v nasem piipadé by vsak
jiz pii &islech velkych linedrné k N tyto algoritmy vyzadovaly cas O(N log? N).

Existuje také relativné obtizny problém, ktery na takto definovaném RAMu

) Pfeje-li si to ¢tenar, mize konstantu 32 nahradit t¥eba 64, v ivahach se mnoho
nezmeéni.
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bude Tesitelny nepiirozené snadno a rychle — ndsobeni dlouhych ¢isel. Ulozime-li obé
nasobend ¢isla do dvou pamétovych bunék, postaéi na jejich vynasobeni jedna ari-
meticka instrukce a jeji cas bude linearni vzhledem k poctu cifer obou ¢isel. V této
knize pfitom ukazujeme netrividlni algoritmus, ktery na stroji s omezenou kapacitou
buiiky a jednotkovym ¢asem operace vyZzaduje ¢as priblizné O(N1°8) kde N je sou-
Cet poctu cifer obou ¢isel. Model s logaritmickou cenou instrukce tedy nezavrhujeme,
ale je nekonzistentni s preferovanym vypocetnim modelem této knihy.

PriibliZzeni ¢tvrté. Zavedeme pomérnou logaritmickou cenu instrukce. Cena
aritmetické instrukce a logického vyrazu nyni bude dana vztahem
b(X)+b(Y)+b(2)
log N ’

kde b(X),b(Y),b(Z) jsou po fadé pocty biti jednotlivych vstupnich i vystupnich
operand a N zna¢i pocet bunék vstupu. V tomto modelu odpadnou problémy
napiiklad s ¢asem tfidicich algoritmil, paradoxy pri nasobeni dlouhjch ¢isel vSak
pretrvavaji.

Tak ktery model vybrat? Jak vidime, af jsme navrhli jakékoli omezeni
pamétovych bunék & zvyseni provadéciho ¢asu instrukce, vzdy jsme odhalili néja-
ké nevyhody. Idealni model nejspiSe ani neexistuje. Pro tuto knihu vSak hledame
referencni model, pro ktery pujde kazdy algoritmus z knihy naprogramovat se za-
chovanim uvedené ¢asové a pamétové slozitosti.

Zvolime tedy model ¢islo 2, neboli model s polynomialné omezenou kapacitou
pamétové buriky. Algoritmy pouzivajici exponencidlni pamét se totiz v této knize
nevyskytuji a pokud by snad na exponencialné velky prostor pfisla fe¢, urcité na to
upozornime a zvolime jiny referen¢ni model.

Nase teoreticka prace je nyni u konce. Mame piesnou definici teoretického stro-
je RAM, pro ktery je presné definovdna Casovéd a paméfova sloZitost programi na
ném bézicich. Casovou sloZitost méfime poétem provedenych instrukei a pamétovou
slozitost maximalnim pocétem pouzitych pamétovych bungk.

Cviceni:

1. Naprogramujte na RAMu zbyvajici algoritmy z oddilu 1.2.

2. Jak zakdédovat libovolné mnozstvi celych cisel cy,...,c, do jednoho libovolné
velkého celého ¢isla C' tak, aby se jednotliva ¢isla ¢; dala jednozna¢né dekédo-
vat?

3. Navrhnéte postup, jak v pfipadé neomezené kapacity pamétové buiiky pozmé-
nit libovolny program RAMu tak, aby pouzival vzdy jen konstantné mnoho
pamétovych bunék (mo7na za cenu ¢asového zpomaleni). Kolik nejméné bunék
je potreba?

4. Spocitejte presné pocet provedenych instrukci vzorového prikladu z oddilu 1.4
vzhledem k N.

5. Pokud zavedeme logaritmickou cenu instrukce, jakd bude pfesna doba béhu
programu?
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6. Pokud zavedeme pomérnou logaritmickou cenu instrukce, jaka bude pfesna doba
béhu programu?

7. Navrhnéte, jak v modelu RAM ¢islo 2 tiidit ¢isla na vstupu v éase O(N).

1.5. Dalsi slozitosti

Doposud jsme vzdy pod pojmem ¢asova ¢i pamétova slozitost rozuméli slozitost
v nejhorsim mozném pfipadé vzhledem k velikosti vstupnich dat. Nekdy vSak ma
smysl urcovat i tzv. sloZitost v prumérném pripadé. Funkce popisujici primérnou
sloZitost je definovéna jako primér ¢asovych (pamétovych) ndrokd algoritmt pro
uréitou mnozinu vstupt.

Alternativni pohled na primérnou slozitost spoc¢iva v tom, Ze kdybychom né-
hodné volili jeden vstup z jisté mnoziny M, potom stfedni hodnota ¢asovych (pa-
métovych) narokl programu méfend pres vSechny vstupy z M bude pravé primérna
Casova (pamétova) slozitost. Napiiklad algoritmus QuickSort vykazuje v primérném
ptipadé velmi dobré vlastnosti.

Vedle slozitosti algoritmu (resp. programu) zavadime také pojem sloZitost pro-
blému. Tento pojem vychézi z teoretické predstavy, ze médme k dispozici vSechny
algoritmy fesici dany problém a porovnavame jejich sloZitost. Casova sloZitost pro-
blému je pak rovna ¢asové slozitosti .S nejrychlejsiho z algoritmi, ktery problém fesi.
Rik4 nam, e v principu nemiize existovat algoritmus, ktery by fesil tento problém
s mensi slozitosti nez je S, a zaroven ¥ika, Ze existuje algoritmus fesici problém se
slozitosti S.

Stanovit slozitost néjakého problému je obvykle velice obtizny tkol. Nemize-
me samoziejmé posuzovat vSechny algoritmy dany problém fesSici, téch je nekoneéné
mnoho. Odvozeni je tieba provadét jinou cestou. Casto se musime spokojit pouze
s horni mezi slozitosti problému, odvozenou typicky popisem a analyzou vhodného
algoritmu, a dolni mezi slozitosti problému, odvozenou typicky néjakym matematic-
kym argumentem.

Napriklad slozitost problému tfidéni prvkt, které umime pouze presouvat a
porovnavat mezi sebou, je dobfe prostudovéna. Jeho sloZitost je @(N log N), coz
znamend, Ze existuje algoritmus schopny utfidit N prvka v éase O(N log N) a zéro-
ven neexistuje asymptoticky rychlejsi algoritmus. Pro diikaz tohoto tvrzeni ¢tenaie
odkazeme na prislusny text o t¥idéni.
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