1. Binarni halda

Uvazme nasledujici problém ze zivota: jsme velmi vytiZenym manazerem, kte-
rému se planovaci diaf stale plni obrovskym mnozstvim tkold. Kazdy tikol mé pie-
depsanou prioritu a vzdy je tfeba zacit pracovat na tikolu, ktery ma v dany okamzik
nejvyssi prioritu. Ukoly tedy pritbézné piibyvaji a jsou zpracovavany a odstrafovany
ze seznamu. Pro fadoveé desitky tkolu je asi zvladnutelné je prosté néjak zapsat a pri
odebirani vyhledat ten s nejvyssi prioritou. Pro tisice nebo biliony tkolt je takovy
postup tézko predstavitelny.

V nasledujicim textu popiseme datovou strukturu, kterd nejen ze bude schopna
efektivné vytesit manazersky problém, nybrz bude mit podstatné Sirsi vyuziti.

1.1. Definice binarni haldy

Halda je datova struktura uchovévajici mnozinu N porovnatelnych prvki (v na-
Sem pFipadé pro ndzornost celych é&isel) ve vrcholech bindrniho stromu splitujiciho
jisté specialni vlastnosti. Vrcholy odpovidaji riznym prvkim, pojmem hodnota vr-
cholu v (zna¢eno h(v)) rozumime prvek ve vrcholu v ulozeny. Haldu pfesné zavedeme
v nasledujici definici.
Definice: Minimovd halda je datova struktura uchovavajici mnozinu N porovnatel-
nych prvka ve vrcholech bindrniho stromu 7', ktery:

1 mé vSechny hladiny plné obsazené, s vyjimkou posledni,

2 v posledni hladiné jsou vsechny listy nalevo,

3 pro kazdy vrchol v € T a jeho (az) dva syny £ a r plati h(v) < h(f)
a h(v) < h(r); tomuto axiomu fikdme haldovd podminka.

Obr. 1.1: Piiklad haldy pro N = 12.

Podotykame, ze podminka 3 se vztahuje pouze na relaci mezi otcem a syny a
nic nefiké a relaci mezi levym a pravym synem.

Ma smysl zavést téz mazimovou haldu, jejiz definice je naprosto stejna, pouze
s opa¢nymi relacemi v axiomu 3. VSechno, co v této kapitole ukazeme pro minimovou
haldu plati i pro maximovou haldu, avSak s opa¢nymi relacemi.
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Shriime jednoduché vlastnosti haldy.

Pozorovani: Necht T je minimov4 halda s N prvky. Potom

1 mé k = [logy N| +1 = O(log N) hladin,
2 kazda cesta v T z kofene do listu obsahuje neklesajici posloupnost
prvki reprezentované mnoziny,

3 globalni minimum reprezentované mnoziny je ulozeno v kotfeni 7" a
je tedy pristupné v konstantnim case.

Diikaz: Vlastnost 1 plyne z vlastnosti vyvazenych binarnich stromu, které maji
O(log N) hladin. Vlastnost 2 je diisledkem haldové podminky, ktera plati pro kazdy
vrchol T'; indukci snadno nahlédneme platnost pro libovolné dlouhou cestu z kofene
T. Vlastnost 3 je disledkem vlastnosti 2. O

Implementace haldy v poli

Pozorny ¢tenaf jisté postiehl, ze jsme zatim k ni¢emu nevyuzili axiom 2 definice
haldy. Tento axiom skute¢né pro vSechny algoritmy nad haldou neni nutny, vynikne
v8ak pri jednoduché implementaci haldy v poli, jak nyni ukazeme.

Prvky haldy ocislujeme od 1 do N postupné po jednotlivych hladinach shora
dolii a v hladiné zleva doprava. Prvek ¢islo ¢ umistime do pole na index i. Diky
axiomu 2 je pole souvisle zaplnéné.

Vsimnéme si, Ze s timto oc¢islovanim je pro prvek na indexu 7

® jeho otec na indexu |i/2],
® jeho levy syn na indexu 21,

® a jeho pravy syn na indexu 2i + 1.

Koren haldy tedy patii na index 1, znamené to tedy, ze index 0 je v programo-
vacich jazycich ¢islujicich pole od 0 nevyuzit. M{zeme ho vsak vyuzit k zjednoduseni
nékterych algoritmii pro techniku zarazky. Poznamenejme také, ze pokud dopredu
nezname pocet prvku v haldé ulozenych, muzeme pouzit ,nafukovaci pole*, které
umi pfidavat nové prvky v amortizovaném c¢ase O(1).

Implementace haldy v poli je jednoduché, kompaktni, velice Sikovna a rychla.
Algoritmy vsak pfesto budeme popisovat pro uloZeni haldy ve stromu, protoze je to
0 néco nazornéjsi.

1.2. Operace s haldou

Jak jiz bylo zminéno, halda nabizi pohodlny pfistup k nejmensimu prvku v kon-
stantnim ¢ase. Oproti tomu casova slozitost vkladani a mazéani prvka bude horsi
(dokonce to je nevyhnutelné, jak ¢asem dokazeme).

Uvedeme nejdiive prehledovou tabulku podporovanych operaci spolu s jejich
casy.
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Operace Cas Komentdr

HEAPINSERT O(log N) Vlozi novy prvek.

HEAPGETMIN O(1) Vrati minimum reprezentované mnoziny.
HEAPEXTRACTMIN ©(log N) Vrati a odstrani minimum mnoziny.
HEAPBUILD O(N) Postavi z N prvka haldu.
HEAPCHANGEKEY ©(log N) Zmeéni hodnotu klice prvku.
HEAPDELETE O(log N) Smaze prvek.

Operace HEAPINSERT, HEAPGETMIN, HEAPEXTRACTMIN a HEAPBUILD po-
pisujeme v tomto textu. Operace HEAPCHANGEKEY a HEAPDELETE ponechdvame
Ctenéfi jako cviceni 1.5.2 a 1.5.3.

Nejjednodussi operaci je HEAPGETMIN, ktery také nevyzaduje hlubsiho vy-
svétlovani — prosté vratime hodnotu ulozenou v kofeni stromu haldy, coz zvladneme
za Cas O(1).

Vkladani do haldy

P1i vkladani v posledni hladiné haldy vytvofime novy list, a to samozrejmé dle
definice haldy na prvni volné pozici zleva. Do tohoto listu ulozime ptfidavany prvek.
Pouzivdme znadeni v pro vrchol obsahujici nové ptidavany prvek a p(v) pro otce
vrcholu v.

Nyni hrozi, ze néktery z axiomi haldy neplati, konkrétné haldova podminka,
protoze by mohl otec p(v) mit vyssi kli¢ nez v. V takovém piipadé mezi sebou
prohodime obsah v a p(v). Pokud stéle neni splnéna haldovd podminka, provadime
opét prohozeni v s p(v), a to tak dlouho, az budto haldovd podminka zadala platit
nebo s novy prvek dostal az do kofene stromu. VSimnéme si, Ze prohazovanim v a
p(v) se nemize porusit haldovd podminka mezi druhjm synem r vrcholu p(v) a mezi
v: jiz. pred prohozenim byl kli¢ r vétsi nez kli¢ jeho otce, vyménou za jesté mensi
prvek jsme tudiz nemohli poskodit haldovou podminku.

7 vlastnosti zminéného prohazovaciho postupu vyplyva, ze se vykona nejvyse
tolik operaci, kolik je vy$ka stromu haldy. Z toho plyne i odhad ©O(log N) ¢asové
slozitosti pro HEAPINSERT do N-prvkové haldy.

Algoritmus HEAPINSERT
Vstup: Halda H, vkladany prvek z.
Vystup: Upravena halda H.

1. Pokud je posledni hladina H plné zaplnéna, zaloz novou hladinu.
2. Do posledni hladiny pfidej na prvni volnou pozici zleva novy list ¢
obsahujici x.
v/
Dokud v neni kofen a je h(p(v)) > h(v):
Prohod obsah v a p(v).

v+ p(v)

S G W
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Odstranéni minima

Pfi odstraniovani minima nejprve presuneme prvek ulozeny v nejpravéjsim lis-
tu ¢ posledni hladiny do kofene a ¢ zrusime. Tim jsme sice zrus$ili minimélni prvek,
nicméné v kofeni ted nejspis bude porusend haldova podminka. To vyfesime podob-
nym prohazovacim zptisobem jako v Insertu, tentokrat vSak smérem shora dolt.

Pfi zabublani doli musime dat pozor na jednu véc. Zatim co smérem vzhuru
jsme prvek porovnavali jen s otcem, opa¢nym smérem se muzou nachazet az dva
synové. Pravidlo, které nam vybere spravného syna na porovnani, je jednoduché.
Prvek vzdy porovnavame a poté pripadné i prohazujeme s mensim z obou synd.
Kdybychom ho prohodili s vétsim synem, doslo by k dalsi poruse haldové podminky,
protoze by se vétsi syn stal otcem mensiho.

Algoritmus HEAPEXTRACTMIN

Vstup: Halda H.
Vystup: Upravend halda H.

1. Do kotfene H presun obsah nejpravéjsiho listu ¢ posledni hladiny.
Zrus /.
v < kofen H
Dokud ma v syny:
s < mensi z obou syntt (P¥i pouze jednom synovi je to snazsi.)
Pokud h(s) > h(v), skonéi cyklus.
Prohod obsah v a s.
V4§

® N oo N

V nejhorsim piipadé se mize stat, ze ndhradni prvek, ktery jsme si ptjcili
z konce haldy, bude zabublévat az zpatky na posledni hladinu. Pocet operaci je tedy
opét pfimo Gmérny vysce stromu a celkova slozitost bude ©(log V).

Postaveni haldy

Nyni popiseme, jak z neusporddané mnoziny N prvki postavit korektni haldu.
Méame na to dokonce uz dostatek nastroju: zavolame IN-krat operaci HEAPINSERT
postupné na kazdy prvek, coz tedy celkem za ¢as © (N log N) haldu vyrobi. UkéZeme
nyni, ze existuje, ponékud prekvapivé, rychlejsi algoritmus na stavbu haldy, ktery
pracuje pouze v ¢ase O(N).

Nejprve vyrobime N-vrcholovy strom 7' dle podminek tvaru haldy (axiomy 1 a
2) a do jeho vrchold jednoduse bez dalsiho uspofadani néjak nakopirujeme vstupni
prvky.

Vsimnéme si, ze kazdy izolovany vrchol v nejspodnéjsi hladiné T' je vlastné
korektni halda — pro jednoprvkové stromy skute¢né musi platit haldova podminka.
Zadivame se nyni na pfedposledni hladinu 7" a bereme v tvahu izolované stromy,
jejichz koreny jsou vrcholy této hladiny — ty maji 2 hladiny. Zde jiz nebude trivialné
platna haldova podminka, budeme ji muset ru¢né obnovit. To vSak je stejny pro-
blém, jaky jsme jiz FeSili v operaci HEAPEXTRACTMIN, kdy jsme do kofene haldy
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presunuli jiny prvek, ktery jsme potom museli prohazovanim zabublavat dolt. Stejny
zabublavaci postup nyni tedy spustime na kazdy vrchol predposledni hladiny 7', coz
ve vysledku vyrobi korektni dvouhladinové haldicky“ v pfedposlednim hladiné.

Naprosto stejny postup mizeme nyni aplikovat i pro t¥eti hladinu stromu 7', pak
na ¢tvrtou nejnizsi, a tak déle, az ve vysledku na kofen stromu 7', coz ve vysledku ze
stromu 7" postavi korektni haldu. (Matematicky zalozeny ¢tendf si muze korektnost
algoritmu dokézat formélné matematickou indukei dle vysky stromu 7'.) Této operaci
stavéni haldy budeme fikat HEAPBUILD.

Zanalyzujeme nyni ¢asovou slozitost operace HEAPBUILD. K tomu si uvédomi-
me, Ze ¢as potiebny na korekci haldové podminky porusené v koteni haldy vysky h je
O(h). Déle, pocet prvki posledni hladiny stromu 7" odhadneme shora N, pocet prv-
ki pfedposledni hladiny je nejvyse N/2, pfedpfedposledni N/4, a tak dale, obecné
k-t4 hladina odspodu obsahuje jisté nejvyse N/2*~! vrcholii. Protoze stavbu haldy
dle predchoziho odstavce staci zahajit od predposledni hladiny, dostavame fadovy
horni odhad na pocet operaci

[logy N oo .
N N N N 7 7
Y+ o434+ log, N<N L oNS L
g Aty ity St Ay e Ns ; 2 = ;2

Pro analyzu posledni sumy nyni mizeme vyuzit poznatkd z matematické analyzy a
pouzitim napiiklad podilového kritéria pro konvergenci fad ukazat, ze suma y .-, zi
konverguje, coz tedy davd odhad O(N) na pocet operaci. (Ctenaie odkdzeme na
cviceni 1.5.7, aby soucet fady spocetl pfesné.) Vyslednd analyza casové sloZitosti
O(N) plyne z toho, ze vstupnich N prvka musime alespon preéist.

Algoritmus HEAPBUILD

Vstup: Prvky p1,...,pnN-

Vystup: Halda H.

1. Postav N-vrcholovy strom T dle axiomu haldy 1 a 2.

2. Do vrchola T libovolné zapis prvky p1,...,pN-

3. Pro hladinu h postupné od druhé nejnizsi az ke korenové:

4. Pro kazdy vrchol v hladiny h:

5 Dokud méa v syny opakuj:

6 s < mensi z obou syni  (P¥i pouze jednom synovi je
to snazsi.)
Pokud h(s) > h(v), skonéi vnitini cyklus.
Prohod obsah v a s.
V4 S

10. Vrat strom T jako korektni haldu H.

© ®© 3

Poznamenejme, Ze zejména u operace HEAPBUILD vynikne jednoduchost im-
plementace haldy pomoci pole (coz ¢tenédfi doporu¢ujeme vyzkouset ve cviceni 1.5.1),
protoze neni tieba slozité rozliSovat, do které hladiny urcity vrchol T' patii.
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1.3. Tridime haldou

Tridént haldou (HeapSort) patii mezi klasickd vylepseni piimych t¥idicich me-
tod, konkrétné Selectsortu popsaného v kapitole o t¥idéni. Selectsort postupné bu-
doval setiidéné pole tak, ze v kazdém kroku vybral z dosud nepouzitych prvkh
minimum a piipojil ho na konec setfidéné posloupnosti. A pravé na tento vybér by
se nam mohla velice hodit halda.

Je ponekud nesikovné, kdyz ttidici algoritmus potiebuje vétsi mnozstvi pomoc-
né paméti, a proto se pokusime haldu postavit a udrzovat pfimo v tfidéném poli.
V kazdém kroku pak odebereme z haldy minimum. Tim se nam halda pfirozené
zmens$i a na svém konci uvolni jednu pozici v poli, kam mizeme odebrané mini-
mum umistit. Na konci, kdyz se halda tiplné vyprazdni, ndm ziistanou jen sestupné
setfidéné prvky.

setfidéné
halda cast

11]16]19|72]54[42[21]95]83| 8 [ 5[ 3 |

Obr. 1.2: Halda v poli pfi tfidéni

Algoritmus HEAPSORT

Vstup: Pole P[1...N].

Vystup: Set¥idéné pole P.
1. V poli P postavime maximovou haldu.
2. Pro i jdouci od N do 2 opakujeme:

3. x < P[1] (Docasné podrzime maximum.)

4. ExtractMaz(P[1...4]) (SmaZeme maximum z i-prvkové hal-
dy:)

5. Pli] < =z

Pokud bychom chtéli prvky tfidit vzestupné, mame nékolik moznosti. Samo-
zfejmé bychom mohli reprezentaci haldy v poli otocit, takze koren by byl na pozici
N (misto 1), ale existuje i jednoduss{ zpisob — misto minimové haldy pracovat s hal-
dou maximovou. Pouzitim maximové haldy zajistime, Ze se prvky budou ukladat od
nejvétsich a vysledné pole bude tedy setfidéné sestupné.

Nyni se podivejme na ¢asovou slozitost. Sestaveni haldy ndm zabere ©(NV), ale
to provadime jen jednou na zac¢atku. Algoritmus ma N — 1 krokt a v kazdém z nich
provadime operaci odebréni ExtractMax, které trva c¢as ©(log N), takze celkovéa
slozitost bude O(N + Nlog N) = ©(N log N).

1.4. Dolni odhad sloZitosti HeapExTrRACTMIN

Dosud jsme nepolozili otdzku, zda ndhodou vyse popsané operace nejdou jesté
néjak podstatné urychlit. UkdZeme, ze pokud opravdu trvame na zachovani axiomu
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haldy po skonceni kazdé operace, nami uvedeny HEAPEXTRACTMIN je nejrychlejsi
mozny.

Tvrzeni: Necht H je N-prvkové bindrni halda. Potom kazd4 korektni operace ode-
brani minima z haldy musi mit éasovou slozitost 2(log N).

Dikaz: Predpokladejme pro acely sporu, Ze existuje néjaky asymptoticky rychlej-
§i algoritmus M na odstranéni minima, ktery mé ¢asovou slozitost O(f(N)), kde
f(N) < logN.

Zkonstruujeme nyni nasledujici tfidici algoritmus na tfidéni libovolnych prv-
ki p1,...,pn: pomoci operace HEAPBUILD sestavime ze vstupnich prvka korektni
minimovou haldu a poté z ni algoritmem M postupné odebirame minima, ktera vy-
pisujeme na vystup. Tento algoritmus zjevné korektné t¥idi. Jeho slozitost se sklada
z O(N) za operaci HEAPBUILD a O(N - f(N) za N volani algoritmu M.

To vsak znamenad, Ze jsme pravé sestrojili tfidici algoritmus s lepsi ¢asovou
sloZitosti nez O(N log N), nebot N f(N) < Nlog N. To je spor s dolnim odhadem
slozitosti tiidéni, takovy t¥idici algoritmus nemiize existovat a tedy nemuize existovat
ani takovy algoritmus M na odebirani minima z haldy. ]

1.5. Obecné d¢-regularni haldy

Halda, kterou jsme predstavili, neni pochopitelné jedinou strukturou, ktera umi
rychle mazat minimum. Kromé komplikovanéjsich struktur jako jsou Binomialni a
Fibonacciho haldy, se kterymi se seznamime v nasledujicich kapitolach, mizeme
lehce rozsifit i definici bindrni haldy na néco obecnéjsiho.

Definice: d-requldrni halda je datova struktura uchovéavajici mnozinu N porovnatel-
nych prvka ve vrcholech d-arniho (d > 1 pfirozené) stromu 7', ktery:

1 spliiuje, ze kazdy vrchol v € T' ma maximalné d nésledniku,

2 ma vSechny hladiny plné obsazené, s vyjimkou posledni,

3 v posledni hladiné jsou vSechny listy nalevo,

4 pro kazdy vrchol v € T a jeho syny sy, ..., sq plati h(v) < h(s;) pro
i=1,...,d.

Bindrni strom je tedy vlastné specidlnim pfipadem (2-arni strom) a halda,
o které jsme mluvili doposud, se celym jménem nazyva 2-regularni halda.

Vsechny vlastnosti obecnych d-regularnich hald jsou analogické vlastnostem
klasické binarni haldy. Vyrazné se lisi pouze svou vyskou, protoze Gplny d-arni strom
mé |log,; N| + 1 hladin.

Casové slozitost vkladani zavisi pouze na vysce této haldy a je tedy rovna
O(log, N). Operace vypousténi minima zaroverni potifebuje v kazdém kroku vybrat
nejmensiho syna. Slozitost bude tedy ©(dlog,; N). Parametr d ndm poskytuje uréitou
moznost ladéni a zvyhodnéni slozitosti vkladani oproti odebirani minima, pokud
to aplikace zadda. V extrémnim piipadé, pro d = O(N), bude vkladéni probihat
v konstantnim ¢ase, ale odebrani minima nam zabere O(N).
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Toto rozsifeni definice zde uvadime pouze pro tUplnost. Budeme-li dale mluvit
pouze o haldé, budeme mit na mysli klasickou 2-regularni haldu, pokud nebude
vyslovné uvedeno jinak.

Cviceni:

1. Napiste vSechny vysSe uvedené algoritmy pro haldu reprezentovanou v poli.

2. Navrhnéte operaci HEAPCHANGEKEY(H, 2, A), kde H je halda, x ukazatel na
prvek v haldé a A zména hodnoty klice prvku x, kterd zméni hodnotu klice = od
A a pochopitelné zanechd haldu H v korektnim stavu. Jakou bude mit ¢asovou
slozitost?

3. Navrhnéte operaci HEAPDELETE(H, z), kde H je halda a = ukazatel na prvek
v haldé, ktera z haldy smaze prvek z. Jakou bude mit ¢asovou slozitost?

4. Prvky klasické haldy umime uspotradat do pole tak, Ze prvni prvek bude koten a
prvek na pozici ¢ bude mit syny na pozicich 2 a 2i+1. Jak byste vhodné poskla-
dali ternarni (3-regularni) a obecnou d-regularni haldu do pole indexovaného od
17
Rozmyslete, jaké vlastnosti by méla 1-regularni halda.

Navrhnéte, jak d-regularni haldu reprezentovat v poli.

Dokazte, ze Y o, i/2° = 2.
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