1. Rozdél a panuj

Potkame-li spletity problém, casto pomaha rozdélit ho na jednodussi ¢asti a
s témi se pak vypofadat postupné. Jak Fikali staii Rimané: rozdél a panuj (oni to
fikali spi§ latinsky: divide et impera). Tato zasada se pak osvédéila nejen ve staro-
fimské politice, ale také o dveé tisicileti pozdéji pti navrhu algoritmii.

Nias v této kapitole bude prirozené zajimat zejména algoritmicka stranka veé-
ci. Nasim cilem bude rozklddat zadany problém na mensi podproblémy a z jejich
vysledkt pak skladat feSeni celého problému. S jednotlivymi podproblémy potom
nalozime stejné — opét je rozlozime na jesté mensi a tak budeme pokracovat, nez se
dostaneme k tak jednoduchym vstupiim, Ze je uz umime vytesit pfimo.

Myslenka je to trochu blazniva, ale ¢asto vede k prekvapivé jednoduchému,
rychlému a obvykle rekurzivnimu algoritmu. Postupné ji pouzijeme na t¥idéni po-
sloupnosti, nasobeni ¢isel i matic a hledani k-tého nejmensiho ze zadanych prvki.

Nejprve si tuto techniku ovSsem vyzkousejme na jednoduchém hlavolamu zné-
mém pod nazvem Hanojské véze.

1.1. Hanojské véze

Legenda vypravi, ze v daleké Hanoji stoji starobyly klaster. V jeho sklepeni se
skryva rozlehla jeskyné, v niz stoji tii sloupy. Na nich je navleceno celkem 64 zlatych
diskti riznych velikosti. Za tsvitu vékid byly vSechny disky srovnané podle velikosti
na prvnim sloupu: nejvétsi disk dole, nejmensi nahote. Od té doby mnisi kazdy den
za hlaholu zvonu obfadné prenesou nejvyssi disk z nékterého sloupu na jiny sloup.
Tradice jim pfitom zakazuje polozit vétsi disk na mensi a také zopakovat jiz jednou
pouzité rozmisténi diskt. Rika se, Ze aZ se vSechny disky opét sejdou na jednom
sloupu, nastane konec svéta.

Nabizi se samoziejmé otazka, za jak dlouho se mnichiim mize podafrit splnit
svaj ukol a celou ,véz“ z disk prenést. Zamysleme se nad tim rovnou pro obecny
pocet diski a ocislujme si je podle velikosti od 1 (nejmensi disk) do N (nejvétsi).
Také si ozna¢me sloupy: na sloupu A budou disky na po¢atku, na sloup B je chceme
premistit a sloup C' mizeme pouzivat jako pomocny.
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Obr. 1.1: Stav hry pii pfenaseni nejvétsiho disku
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At uz zvolime jakykoliv postup, nékdy béhem néj musime premistit nejveétsi
disk na sloup B. V tomto okamziku musi byt na jiném sloupu samotny nejvétsi disk
a vSechny ostatni disky na zbyvajicim sloupu (viz obrazek). Nabizi se tedy nejprve
premistit disky 1,...,N — 1 z A na C, pak pfesunout disk N z A na B a konec¢né
prestéhovat disky 1,...,N — 1 z C na B. Tim jsme tedy problém pfesunu véze
vysky N prevedli na dva problémy s vézi vysky N — 1. Ty ovSem muzeme vyftesit
stejné, tedy rekurzivnim zavoldnim téhoz algoritmu. Zastavime se az u véze vysky 1,
kterou zvlddneme pfemistit jednim tahem. Algoritmus bude vypadat takto:

Algoritmus HANOJ
Vstup: Vyska véze N; sloupy A (zdrojovy), B (cilovy), C' (pomocny).
1. Pokud je N =1, pfesuneme disk 1 z A na B.

2. Jinak:
3. Zavolame HANOJ(N — 1; A, C, B).
4. Pfesuneme disk N z A na B.
5 Zavolame HANOJ(N — 1; C, B, A).
Wkt © 4 2 a Y4 5 6 *
Al AL AL LA LA LA LA JA]
L Al A Lass | vaa@esa |

Obr. 1.2: Prubéh algoritmu HANOJ pro N = 3

Ujistéme se, ze nas algoritmus pii pfenaseni vézi neporusi pravidla. Kdyz v kro-
ku 3 presouvame disk z A na B, o vSech mensich discich vime, Ze jsou na vézi C, takze
na né urc¢ité nic nepolozime. Taktéz nikdy nepouzijeme Zadnou konfiguraci dvakrat.
K tomu si staci uvédomit, ze se konfigurace navstivené béhem obou rekurzivnich
volani lisi polohou N-tého disku.

Spocitejme, kolik tahtt nds algoritmus spotiebuje. Pokud si oznaéime T'(N)
pocet tahil pouzity pro véz vysky N, bude platit:

T(1) =1,
T(N)=2-T(N — 1) +1.
Z tohoto vztahu okamzité zjistime, ze T'(2) = 3, T'(3) = 7 a T'(4) = 15. Nabizi se, ze

by mohlo platit T(N) = 2% — 1. To snadno ovéfime indukci: Pro N = 1 je tvrzeni
pravdivé. Pokud plati pro N — 1, dostaneme:

T(N)=2-2V 1 -1 +1=2.2N"1_241=2N 1.
Casové slozitost algoritmu je tedy exponenciadlni. Ve cviéeni 1.1.1 ale snadno
ukazeme, ze exponencialni pocet taht je nejlepsi mozny. Pro N = 64 tedy mni-

i budou pracovat minimalné 264 ~ 1,84 - 10'° dni, takze konce svéta se alespoii
po nejblizsich par biliard let nemusime obavat.

2 2014-01-28



Cviceni:

1. Dokazte, ze algoritmus HANOJ je nejlepsi mozny, tedy ze 2V —1 tahi je opravdu
potteba.

2. Pridejme k regulim hanojskych mnicht jesté jedno pravidlo: je zakdzano pre-
naset disky pfimo ze sloupu A na B nebo opaéné (kazdy pfesun se tedy musi
uskute¢nit pfes sloup C). I nyni je problém fesitelny. Jak a s jakou ¢asovou
slozitosti?

3. Dokazte, ze algoritmus z predchoziho cviceni navstivi kazdé korektni rozmisténi
diskti mezi sloupy (tj. takové, v némz nikde nelezi vétsi disk na mensim) pravé
jednou.

4. Vymyslete algoritmus, ktery pro zadané rozmisténi diskti na sloupy co nejrych-
leji premisti vSechny disky na libovolny jeden sloup.

5% Navrhnéte takové feseni Hanojskych vézi, které misto rekurze bude umét z po-
fadového ¢isla tahu rovnou urdit, ktery disk presunout a kam.

1.2. Tridéni slévanim — Mergesort

Zopakujme si, jakym zptsobem jsme vyftesili ilohu z minulé kapitoly. Nejprve
jsme ji rozlozili na dvé tlohy mensi (véze vysky N — 1), ty jsme vyfesili rekurzivne,
a pak jsme z jejich vysledki pfidanim jednoho tahu utvorili vysledek tlohy ptvodni.
Podivejme se nyni, jak se podobny pristup osvédci na problému tiidéni posloupnosti,
ktery jsme jiz zkoumali v jedné z predchozich kapitol.

Dostaneme-li posloupnost N prvkd, jisté ji mizeme rozdélit na dvé ¢asti po-
loviéni délky (feknéme prvnich |N/2| a zbyvajicich [N/2] prvkid). Ty setfidime
rekurzivnim zavolanim téhoz algoritmu. Setfidéné poloviny posléze slijeme dohro-
mady do jedné setfidéné posloupnosti a mame vysledek. Kdyz jesté osetfime trivialni
pfipad N = 1, aby se ndm rekurze zastavila (na to neni radno zapominat), dostane-
me nasledujici algoritmus. Rika se mu t7déni slévdnim neboli MERGESORT.

Algoritmus MERGESORT (tfidéni slévanim)
Vstup: Posloupnost ay,...,an k setiidéni.
Vystup: Setfidénd posloupnost by, ..., by.

1. Pokud N = 1, vratime jako vysledek b; = a; a skoncime.

2. x1,...,%|N/2] < MERGESORT (a1, ...,a|N/2))
3. Yi,---5Y[N/2] & MERGESORT(@LN/2J+1,...,aN)
4. by,...,bn <_MERGE(xh--~7$|_N/2j§y1a---7y[N/2])

Procedura MERGE se stard o samotné slévani. To zafidime snadno: Pokud
chceme slit posloupnosti 1 < 22 < ... < zp ay; < yo < ... < y,, bude vysled-
na posloupnost zacinat mensim z prvkad x; a y;. Tento prvek z pfislusné vstupni
posloupnosti presuneme na vystup a pokracujeme stejnym zptisobem. Pokud to byl
(feknéme) prvek x1, zbyva ndm slit xa, ..., Zm S Y1, ..., Yn. Dalsim prvkem vystupu
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tedy bude minimum z z2 a y;. To opét pfesuneme, a tak déle, nez se bud z nebo y
vyprazdni.

Algoritmus MERGE (slévani)

Vstup: Setfidéné posloupnosti x1,...,Zm & Y1, ..., Yn-
Vystup: Setfidéna posloupnost 21, ..., Zmin-
1. i+ 1,5« 1 (zbyvaslita;,...,zm ay;,...,Yn)
2. k<« 1 (vysledek se objevi v zx, ..., Zm+n)
3. Dokud ¢+ < m a j < n, opakujeme:
4. Je-li z; < y;, presuneme prvek z x: 2z, < x4, 1 < 1+ 1.
5. Jinak presouvdme z y: 21, < y;, j < 7 + L.
6. kE+—k+1
7. Je-li ¢ < m, zkopirujeme zbyld x: 2k, ..., Zmin < Tiy. oo, T
8. Je-li j < n, zkopirujeme zbyld y: zi, ..., Zmiyn < Yjs- - - Yn-

Rozbor slozitosti

Nyni si rozmysleme, kolik ¢asu t¥idénim stravime. Slévani ma linedrni ¢asovou
slozitost (MERGE pouze piesouva prvky a kazdy presune pravé jednou). SloZitost
samotného tfidéni mizeme popsat takto:

T(1) =1,
T(N) =2-T(N/2) + cN.

Prvni rovnost nam popisuje, co se stane, kdyz uz v posloupnosti zbyva jediny prvek.
Dobu trvani této operace jsme si pfitom zvolili za jednotku ¢asu. Druha rovnost pak
odpovid4 ,zajimavé® ¢asti algoritmu. Cas c¢N potfebujeme na rozdéleni posloupnosti
a sliti set¥idénych kusti. Mimo to volame dvakrat sebe sama na vstup velikosti N/2,
coz pokazdé trvd T(N/2). (Zde se dopoustime malého podvidku a pfedpoklddame,
ze N je mocnina dvojky, a proto se nemusime starat o zaokrouhlovani. V kapitole
1.4 uvidime, Ze to opravdu neuskodi.)

Jak tuto rekurentni rovnici vyfesime? Zkusme si v druhém vztahu za T(N/2)
dosadit podle téze rovnice:

T(N)=2-(2-T(N/4) 4+ cN/2) + cN =
= 4-T(N/4) + 2¢cN.

To muzeme déle rozepsat na:
T(N)=4-(2-T(N/8)+¢N/4)+2¢cN =8-T(N/8) + 3cN.
Obecné po k rozepsanich:
T(N) =2 . T(N/2F) + keN.

4 2014-01-28



Nyni si zvolme k tak, aby N/2* bylo rovno jedné, éili & = log, N. Dostaneme:
T(N) = 2982 N . 7(1) 4+ log, N - cN.
= N 4 cNlog, N.

Casova slozitost Mergesortu je tedy ©(N log N), coz zni velice nadéjné — vy-
rovné se nejrychlejsimu algoritmu z kapitoly o tfidéni, totiz Heapsortu, a je pfitom
daleko jednodussi. Jeho slabinou ale je spotifeba paméti. Zatimco Heapsort si vysta-
¢il se vstupnim polem a par pomocnymi proménnymi, nase procedura MERGE sama
0 sobé pracuje se dvéma N-prvkovymi poli.

Pojdme dokézat, Ze linedrni mnoZstvi pomocné paméti (to je pamét, do kte-
ré nepocitame velikost vstupu a vystupu) Mergesortu také tplné staéi. Zavoldme-li
funkci MERGESORT na vstup velikosti N, potfebujeme si pamatovat lokalni promén-
né této funkce (poloviny vstupu a jejich setfidéné verze — dohromady ©(N) paméti)
a pak také, kam se z funkce méme vrétit (na to sta¢i konstantni mnozstvi pamé-
ti). Mimo to néjakou pamét spotfebuji obé rekurzivni voléni, ale jelikoz vzdy bézi
nejvyse jedno z nich, stac¢i ji zapocitat jen jednou. Opét dostaneme jednoduchou
rekurentni rovnici:

M(N)=¢N + M(N/2)

pro n&jakou kladnou konstantu ¢. To ndm pro M(N) davé geometrickou fadu ¢N +
¢N/2 + c¢N/4 + ..., kterd méa soucet O(N). Prostorova slozitost je tedy opravdu
linearni.

Vyhody tiidéni slévanim se naplno projevi tehdy, kdyz chceme t¥idit data v se-
znamech, ke kterym neumime pfistupovat napreskacku. Mergesort totiz prvky vzdy
prochéazi postupné jeden po druhém. Navic ani nemusime do pomocnych posloupnos-
ti data kopirovat, staci vytvafet nové seznamy z ptivodnich prvki. Pamétové naroky

jednoho volani funkce MERGE se proto smrsknou na konstantni a celého Mergesortu
na ©(log N).

Stromy rekurze

Nékdy je jednodussi misto pocitani s rekurencemi odhadnout slozitost tivahou
o stromu rekurzivnich voldni. Nakresleme si strom, jehoz vrcholy budou odpovidat
jednotlivym poduloham, které fesime. Kofen je ptivodni tloha velikosti IV, jeho dva
synové podilohy velikosti N/2. Pak nasleduji 4 podilohy velikosti N/4, a tak dale
az k listdm, coz jsou podtlohy o jednom prvku. Obecné i-t4 hladina bude mit 2
vrcholit pro podtlohy velikosti N/2¢, takze hladin bude celkem log, N.

Rozmysleme si nyni, kolik ¢asu kde travime. Rozd€élovani i slévani jsou linearni,
takze jeden vrchol na i-té hladiné spotfebuje ¢as ©(N/2%). Celd i-t4 hladina prispéje
¢asem 2°-O(N/2%) = O(N). KdyZ tento ¢as se¢teme pies viechny hladiny, dostaneme
celkovou ¢asovou slozitost O(N log N).

Vsimnéte si, Ze tento ,stromovy dikaz“ docela vérné odpovida tomu, jak jsme
predtim rozepisovali rekurenci. Situace po k-tém rozepsani totiz popisuje fez stro-
mem rekurze na k-té hladiné. Vyssi hladiny jsme jiz secetli, nizsi nés teprve cekaji.
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Obr. 1.3: Strom rekurze algoritmu MERGESORT

I prostorové naroky algoritmu mutizeme vycist ze stromu. V kazdém vrcholu
potfebujeme pamét linedrni s velikosti podulohy, ve vrcholu na i-té hladiné tedy
O(N/2%). V paméti je vzdy vrchol, ktery pravé zpracovavame, a vsichni jeho predci.
Maximéalné tedy néjaka cesta z kofene do listu. Secteme-li prostor zabrany vrcholy
na takové cesté, dostaneme ©(N) + O(N/2) + O(N/4) + ...+ O(1) = O(N).

Cviceni:
1. Naprogramujte Mergesort bez rekurze. V k-tém priichodu si predstavujte, ze

pole je rozdélené na bloky o 2F prvcich, a vidy slévejte dvojice sousednich
bloki.

2. Naprogramujte tiidéni seznamu pomoci Mergesortu. Jde to snéze rekurzivné
nebo cyklem?

3. Popiste tridici algoritmus, ktery bude vstup rozkladat na vice nez dvé ¢asti a
ty pak rekurzivné t¥idit. Muze byt rychlejsi nez Mergesort?

4* Nase procedura MERGE potfebuje linearni pomocnou pamét, coZ je nesikovné.
Pomérné slozitym trikem lze pamétové naroky srazit az na konstantu pii zacho-
van{ linearn{ ¢asové slozitosti. Zkuste objevit, jak je snizit alesponi na O(y/n).

1.3. Nasobeni ¢isel

Pii tfidéni metodou Rozdél a panuj jsme ziskali algoritmus, ktery byl sice
elegantnéjsi nez predchozi t¥idici algoritmy, ale mél stejnou ¢asovou slozitost. Pojdme
se nyni podivat na pfiklad, kdy ndm tato metoda pomuze k efektivnéjsimu algoritmu.
Ptijde o nasobeni dlouhych ¢isel.

Me¢jme N-ciferna ¢isla X a Y, kterd chceme vynasobit. Rozdélme si je na hor-
nich N/2 a dolnich N/2 cifer (pro jednoduchost opét predpokladejme, ze N je moc-
nina dvojky). Plati tedy:

X =A-10"? 4+ B,

Y=C-10"?+D

pro néjakd (N/2)-ciferné ¢isla A, B, C, D. Hledany sou¢in XY pak miZzeme zapsat
jako:
XY = AC - 10" + (AD + BC) - 10Y/% + BD.
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Spocitame tedy rekurzivné souciny AC, AD, BC a BD a pak z nich slozime
vysledek. Skladani obnasi nékolik 2/N-cifernych séitani a nékolik nasobeni mocninou
desitky, to druhé ovsem neni nic jiného, nez dopliiovani nul na konec &isla. Resime
tedy ¢tyfi podproblémy polovi¢ni velikosti a k tomu spotfebujeme linearni ¢as. Pro
Casovou slozitost proto plati:

T(1) =1,
T(N)=4-T(N/2) + O(N).

Podobné jako minule, i zde k vyfeseni rovnice staci rozmyslet si, jak vypadé strom
rekurzivnich volani. Na jeho i-té hladiné se nachazi 4° vrcholi s podproblémy o N/2¢
cifrach. V kazdém vrcholu tedy travime ¢as ©(NN/2%) a na celé hladiné 4°-O(N/2%) =
©(2! - N). Jelikoz hladin je opét log, N, strdvime jenom na posledni hladiné ¢as
O(2"°2N . N) = ©(N?). Oproti béznému ,Skolnimu“ nasobeni jsme si tedy viibec
nepomohli.

Hvrdeotts velilont cellem

Wadawa A N v
0 Y N W
; (m %l

Q%:N 350’000.’099‘...00.0 NF 4 '\)2
Obr. 1.4: Prvni pokus o nasobeni rekurzi

Po tomto netspéchu se svého planu ovSsem nevzdame, nybrz nahlédneme, Ze
ze zminénych ¢tyt nasobeni poloviéni velikosti mtzeme jedno usetiit. Kdyz vynaso-
bime (A+B)-(C+D), dostaneme AC+AD+BC+BD. To se od zévorky (AD+BC),
kterou potfebujeme, 1isi jen o AC + BD. Tyto dva ¢leny nicméné zname, takze je
mizeme odecist. Ziskdme nasledujici formulku pro XY:

XY = AC - 10" + ((A+ B)(C + D) — AC — BD) -10Y/2 + BD.
Casova slozitost se touto tipravou zméni nasledovné:
T(N) = 3-T(N/2) + O(N).
Sledujme, jak se zménil strom: na i-té hladiné nalezneme 3 vrcholt s (N/2%)-
cifernymi problémy a jeho hloubka bude nadéle ¢init logy V. Na i-té hladiné nyni
dohromady travime ¢as O(N - (3/2)%), v soudtu pies viechny hladiny dostaneme:

T(N)=O(N -[(3/2)° + (3/2)" +...(3/2)5=N]).
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Obr. 1.5: Strom rekurze algoritmu NASOB

Vyraz v hranatych zavorkach je geometricka fada s kvocientem 3/2. Tu miizeme
seCist obvyklym zptisobem na

(3/2)1+10g2 N _ 1
3/2—1

Kdy# zanedbame konstanty, obdrzime (3/2)'82 V. To dale upravime na

(210g2(3/2))10g2 N _ 210g2(3/2)~10g2 N _ (210g2 N)10g2(3/2) _ N10g2(3/2) — Z\]log2 3-1

Casova slozitost naseho algoritmu tedy ¢ini (N - N'0823-1) = Q(N0823) ~
O(N159). To je jiz podstatné lepsi nez obvykly kvadraticky algoritmus. Paméti nam
pfitom bude stacit linedrné mnoho (viz cviceni 1.3.3).

Algoritmus NAsoB

Vstup: N-ciferna ¢isla X a Y

Vystup: Soucin Z = XY

1. Pokud N <1, vratime Z = XY a skoncime.
k= |N/2]
A« | X/10*|, B + X mod 10F
C « |Y/10%|, D «+ Y mod 10*
P <+ NAsoB(4,C)
Q <+ NAsoB(B, D)
R < NAsoB(A+ B,C + D)
Z+P-10N+(R-P—-Q)-10F +Q

® N o Tk W N

Zbyva dodat, ze nasim algoritmem vyvoj neskondil a existuji i asymptoticky
rychlejsi metody. Ty jednodussi z nich vyuzivaji podobny princip rozkladu na pod-
problémy, ovSem s vice ¢astmi (viz cvifeni 1.3.5-1.3.6). Pokrodilejsi algoritmy jsou
ale obvykle zaloZzeny na Fourierové transformaci. Arnold Schonhage v roce 1979 uké-
zal, ze timto zptsobem lze dokonce dosdhnout linearni ¢asové slozitosti. Nasobeni je
tedy, alesporti teoreticky, stejné tézké jako séitani a odéitani. Ve cvicenich 1.3.7-1.3.9
navic odvodime, Ze délit 1ze stejné rychle jako néasobit.
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Cvicenti:

1.

HX

6 .**

TX

Pozornému ¢tenéafi jisté neuniklo, Ze se v naSem rozboru ¢asové slozitosti skryva
drobna chybicka: éisla A+ B a C'+ D mohou mit vice nez N/2 cifer, konkrétné
[N/2] + 1. Ukaizte, Ze to ¢asovou sloZitost algoritmu neovlivni.

Problému z pfedchoziho cviceni se lze také vyhnout jednoduchou tpravou algo-
ritmu. Zménte 7. krok algoritmu tak, aby volal NASOB na N/2-cifern4 &isla.

Dokazte, ze funkce NASOB m4 linedrni prostorovou slozitost. (Podobnou tivahou
jako u Mergesortu.)

Algoritmus NASOB je sice pro velkd IV rychlejsi nez skolni ndsobeni, ale pro malé
vstupy se ho nevyplati pouzit, protoze rezie na rekurzi a spojovani mezivysledki
bude daleko vétsi nez ¢as spotfebovany kvadratickiym algoritmem. Casto proto
pomiize ,zkiizit“ chytry rekurzivni algoritmus s néjakym primitivnim. Pokud
velikosti vstupu klesne pod vhodné zvolenou konstantu Ny, rekurzi zastavime
a pouzijeme hrubou silu. Zkuste si takovy hybridni algoritmus pro nasobeni
naprogramovat a experimentalné zjistit nejvyhodnéjsi hodnotu pro Nj.
Zrychlete algoritmus NASOB tim, Ze budete ¢islo délit na ti ¢asti a rekurzivné
pocitat pét soucint. Nazveme-li ¢asti ¢isla X po fadé X5, X7, X a analogicky
pro Y, budeme pocitat tyto souciny:

Wo = XoY,

Wy = (X2 + X1+ Xo)(Ya + Y1 + YD),

Wy = (X2 — X1 + Xo) (Y2 — Y1 + Y0),

W3 = (4X5 + 2X; + Xo)(4Y2 + 2Y; + V),
Wy = (4X5 — 2X, + Xo)(4Ys — 2V, + Y).

Ukazte, ze soucin XY lze zapsat jako linearni kombinaci téchto mezivysledki.
Jakou bude mit tento algoritmus ¢asovou slozitost?

Pomoci nadpovédy k predchozimu cviceni ukazte, jak pro libovolné r > 1 ¢is-
la délit na r 4+ 1 ¢asti a rekurzivné pocitat 2r 4+ 1 soucini. Co z toho plyne
pro casovou slozitost nasobeni? Muze se hodit Kuchatkova véta z nasledujici
podkapitoly.

7 rychlého nasobeni muZzeme odvodit i efektivni algoritmus pro déleni. Hodi
se k tomu Newtonova iterac¢ni metoda feseni rovnic, zvana téz metoda tecen.
Vyzkousime si ji na vypoétu N cifer podilu 1/a pro 2V~! < a < 2V, Uvéazime
funkei f(z) = 1/x — a. Tato funkce nabyva nulové hodnoty pro x = 1/a a jeji
derivace je f'(x) = —1/2% Budeme vytvaiet posloupnost aproximaci kofene
této funkce. Za pocateéni aproximaci zg zvolime 27, hodnotu ;41 ziskdme
z x; tak, Ze sestrojime teénu ke grafu funkce f v bodé (z;, f(x;)) a vezmeme si -
ovou soufadnici pruseciku této tecny s osou x. Pro tuto soufadnici plati z;11 =
xi— f(x;)/f'(x;) = 22; —ax?. Posloupnost g, 21, T2, . . . velmi rychle konverguje
ke kofeni 2 = 1/a a k jejimu vypoctu stadi pouze séitani, od¢itdni a nasobeni
¢isel. Rozmyslete si, jak timto zptisobem délit libovolné ¢islo libovolnym.
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83 Dokazte, ze newtonovské déleni z minulého cviceni nalezne podil po O(log N)
iteracich. Pracuje tedy v ¢ase O(M (N)log N), kde M (N) je ¢as potfebny na vy-
nasobeni dvou N-cifernych c¢isel.

9X* Logaritmu v pfedchozim odhadu se 1ze zbavit, pokud funkce M (NN) roste alespori
linedrné, ¢ili plati M(¢N) = O(¢cM(N)) pro kazdé ¢ > 1. Stadi pak v k-té
iteraci algoritmu poéitat pouze s 22 *)_cifernymi &sly, ¢imz slozitost klesne na
O(M(N)+ M(N/2)+ M(N/4) +...) = OMN)-(1+1/2+1/4+..))) =
O(M(N)). Déleni je tedy stejné tézké jako nésobeni.

10. Jak pomoci metody Rozdél a panuj vypsat N-ciferné ¢islo v soustavé o daném
zakladu? Miuze se hodit vysledek predchoziho cviceni.

1.4.* Slozitost rekurzivnich algoritmu

U predchozich algoritmti zalozenych na principu Rozdél a panuj jsme pozorovali
nékolik riznych ¢asovych slozitosti: ©(2Y) u Hanojskych vézi, ©(Nlog N) u Mer-
gesortu a ©(N15%) u nasobeni ¢isel. Hned se nabizi otazka, jestli v téchto sloZitostech
Ize nalézt néjaky fad. Pojdme to zkusit: Uvazme rekurzivni algoritmus, ktery vstup
rozlozi na a podproblému velikosti N/b a z jejich vysledki slozi celkovou odpovéd
v Case O(N c).<1> Dovolime-li si opét zamést pod rohozku piipadné zaokrouhlovani
predpokladem, Zze N je mocninou ¢isla b, bude pfislusna rekurence vypadat takto:

T(1) =1,
T(N) = a-T(N/b) + O(N°).

Pouzijeme osvédéenou metodu zalozenou na stromu rekurze. Jak tento strom vypa-
da? Kazdy vnitini vrchol stromu ma presné a syni, takze na i-té hladiné se nachéazi
a’ vrcholti. Velikost problému se zmensuje b-krat, proto na i-té hladiné lezi podpro-
blémy velikosti N/b'. Po log, N hladinach se tudiz rekurze zastavi.

Nyni pocitejme, kolik ¢asu kde stravime. V jednom vrcholu i-té hladiny je to
O((N/b")¢), na celé hladiné pak ©(a’ - (N/b%)¢). Tento vyraz snadno upravime na
O(N€ - (a/b°)?), coz v soudtu pres viechny hladiny da:

O(N® - [(a/b°)" + (a/b)! + ...+ (a/b) M]).

Vyraz v hranatych zavorkach je opét néjaka geometricka rada, tentokrat s kvocien-
tem ¢ = a/b°. Jeji chovani bude proto zaviset na tom, jak velky je kvocient:

® ¢ = 1: VSechny ¢leny fady jsou rovny jedné, takze se fada secte na
log, N + 1. Tomu odpovida ¢asova slozitost T'(N) = ©(N¢log N).

(1) Do tohoto schématu nam nezapadaji Hanojské véze, ale ty jsou neobvyklé i tim,
7e jejich podproblémy jsou jen o jednicku mensi nez puvodni problém. Mimo to
algoritmy s exponencialni slozitosti jsou ponékud nepraktické.
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Tak se chova napiiklad Mergesort — na vSech hladinach stromu se
vykonéavé stejné mnozstvi prace.

® g < 1: I kdyby fada byla nekonec¢na, bude mit soucet nejvyse
1/(1 — q), a to je konstanta. Dostaneme tedy T'(N) = ©(N¢). To
znamena, ze podstatnou ¢ast ¢asu travime v kofeni stromu a zbytek
je zanedbatelny. Algoritmus tohoto typu jsme jeSté nepotkali.

® ¢ > 1: Radu se¢teme na (¢'*1°8: N —1)/(¢ — 1) = O(¢'°&+* V), domi-
nantni je tentokrat cas traveny v listech. To jsme uz vidéli u algo-
ritmu na nasobeni ¢isel, zkusme tedy vyraz upravit obdobné:

1 N log, N log, a-log, N
qlong:<£)0gb __a b :b b b N
be (bc)logb N pe-log, N

(blOgb N)logl7 a NIOgb a
(blogb N)c - Ne¢

Vyjde nam T(N) = O(N¢ - ¢'°& V) = Q(N'o8» @),

Zbyva malickost: vymést zpod rohozky piipad, kdy N neni mocninou d¢isla b.
Tehdy déleni na podproblémy nebude tplné rovnomérné — nékteré budou mit velikost
|N/b], jiné [N/b]. My se ale komplikovanému pocitani vyhneme nésledujici tvahou:
oznaéme si N~ nejblizsi niz& mocninu b a N nejblizsi vyssi. Jelikoz ¢asova sloZitost
s rostoucim N jisté neklesa, lezi T(N) mezi T(N~) a T(N™T). Jenze N~ a N se ligi
jen b-krat, coz se do T'(. . .) ve vSech t¥ech typech chovani promitne pouze konstantou.
Proto jsou T(N~) i T(NT) asymptoticky stejné a takova musi byt i T(N).(2

Zjistili jsme tedy, ze hledand funkce T'(N) se vzdy chové jednim ze t¥{ popsanych
zpusobi. To mizeme shrnout do nésledujici ,kucharkové“ véty, znamé také pod
anglickym nazvem Master theorem:

Véta: (Kuchaika na teSeni rekurenci) Rekurentni rovnice T(N) = a - T(N/b) +
@(NC) T(1) = 1 mé pro konstanty @ > 1,b > 1,¢ > 0 TeSeni:

T(N) =0©(N°log N), pokud a/b® =

T(N) = ©(N°), pokud a/b° < 1;

T(N) = ©(N'"& %), pokud a/b > 1.

Cviceni:
1. Naleznéte néjaky algoritmus, ktery odpovidd druhému typu chovéani (¢ < 1).

2* Vylepsete kuchatkovou vétu, aby pokryvala i pfipady, v nichz se velikosti pod-
problémt lisi az o néjakou konstantu. To by se hodilo napfiklad u néasobeni
Cisel.

) To trochu pfipomina ,Vétu o policajtech® z matematické analyzy. Vlastné -
kédme, ze pokud f(n) < g(n) < h(n) a existuje néjaka funkce z(n) takova, Ze
f(n) =0(z(n)) a h(n) = O(2(n)), pak také plati g(n) = O(z(n)).
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3X* Kucharka pro rizné hladové jedliky: Jak by véta vypadala, kdybychom problém
délili na nestejné velké ¢asti? Tedy kdyby rekurence méla tvar T(N) = T(81 N )+
T(B2N) + ...+ T(B.N) + O(NC).

1.5. Nasobeni matic — Strassenuv algoritmus

vvvvvv

matematické objekty, zejména pak Ctvercové matlce. Pokud pocitame soucin dvou math
matic tvaru N x N piesné podle definice, potfebujeme ©(N3) krokil. Jak v roce
1969 ukazal pan Volker Strassen, i zde déleni na mensi podproblémy piinasi ovoce

v podobé rychlejsiho algoritmu.

Nejprve si rozmyslime, Ze sta¢i umét nasobit matice, jejichz velikost je moc-
nina dvojky. Jinak sta¢i matice doplnit vpravo a dole nulami a nahlédnout, ze vy-
nasobenim takto oramovanych matic ziskdme stejnym zptsobem ordmovany soucin
puvodnich matic. Navic ordmované matice obsahuji nejvyse ¢tyrikrat tolik prvkd,
takZe se nemusime obavat, ze bychom tim algoritmus podstatné zpomalili.

Méjme tedy matice X a Y, obé tvaru N x N pro N = 2¥. Rozdélime si je na
¢tvrtiny (budeme jim fikat bloky): matici X na A az D, matici Y na P aZ S, vSechny
formatu N/2 x N/2. Pomoci téchto blokt muiZeme snadno zapsat jednotlivé bloky
souinu X - Y:

v.y_(A BY. (P Q\_(AP+BR AQ+BS
“\c¢ D R S)~\cP+DR CcQ+DS)"

Tento vztah vlastné vypada tplné stejné jako klasickad definice nasobeni matic, jen
zde jednotliva pismena nezastupuji ¢isla, nybrz bloky.

Jedno néasobeni matic N x N jsme tedy pfevedli na 8 nasobeni matic polovi¢ni
velikosti. Letmym nahlédnutim do kuchafkové véty z minulé kapitoly zjistime, ze
tak ziskdme opét kubicky algoritmus.(®

Stejné jako u nasobeni ¢isel nas zachrani, ze dovedeme jedno nasobeni usettit.
Jen prislusné formule jsou daleko komplikovanéjsi a pfipominaji kralika vytazeného
z klobouku. Neprozradime vam, jak kouzelnik pan Strassen sviyj trik vymyslel (sami
nezndme zadny systematicky postup, jak na to ptijit), ale kdyZ uz vzorce zname,
neni t&zké ovétit, ze opravdu funguji (viz cviceni). Formulky vypadaji takto:

X-Y:(T1+T4_T5+T7 T3+ T )
T+ Ty Ty —To+T5+Ts
kde:
S(A4D)-(P1S), To=(A+B)S,
—(C+D)-P To=(C—A)-(P+Q)
—A-(Q-S9), T — (B—D)-(R+5).

T:D (R—P),

) Obvykla terminologie je tu ponékud zavadéjici — N zde neznaéi velikost vstupu,
nybrz pocet fadk matice; vstup je tedy velky N2.
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Staéi nam tedy provést 7 nasobeni mensich matic a 18 maticovych soucéti a
rozdilt. Souéty a rozdily umime pocitat v ¢ase ©(N?), takze ¢asovou sloZitost celého
algoritmu bude popisovat rekurence T(N) = 7T(N/2) + ©(N?). Podle kuchaikové
véty je jejim feSenim T'(N) = O(N'827) ~ Q(N2807),

Pro Uplnost dodejme, Ze jsou zndmy i efektivnéjsi algoritmy, které jsou ovsem
mnohem slozitéjsi a které se vyplati pouzivat az pro opravdu obii matice. Nejrych-
lej$i z nich (Coppersmithtiv-Winogradtv) dosahuje sloZitosti ©(N?:376) a mnozi se
domnivaji, ze k ©(N?) se lze libovolné piiblizit.

Cviceni:

1. Dokazte Strassenovy vzorce. Navod:

T =\ Ty=| Ts=| 7T T, =| *F
—
T\ +Ty—Ts+Tr=| .t '|= AP+ BR.

2. Rychlé nasobeni matic je zadkladem rychlych algoritmii pro dalsi operace z line-
arni algebry. Vymyslete algoritmus pro vypocet inverze trojuhelnikové matice.

1.6. Hledani x-tého nejmensiho prvku — Quickselect

P1i pouziti metody Rozdé€l a panuj se nékdy ukaze, ze nékteré z casti, na které
jsme vstup rozdélili, nemusime vibec zpracovavat. Typickym pifikladem je néasledu-
jici algoritmus na hledani k-tého nejmensiho prvku posloupnosti.

Dostaneme-li na vstupu néjakou posloupnost prvki, jeden z nich si vybereme a
budeme mu fikat pivot. Zadané prvky poté ,rozhrneme® na t¥i ¢asti: doleva pijdou
prvky mensi nez pivot, doprava prvky vétsi nez pivot a uprostred zustanou ty, které
se pivotovi rovnaji. Tyto ¢asti budeme znacit po fadé L, P a S.

Kdybychom posloupnost settidili, musi v ni vystupovat nejdiive vSechny prvky
z levé Gasti, pak prvky z Gasti stfedni a kone¢né ty z pravé. Pokud je tedy k < |L|,
musi se hledany prvek nalézat nalevo a musi tam byt k-t§ nejmensi (zadny prvek
z jiné ¢asti ho nemohl pfedbéhnout). Podobné je-li |L| < k < |L|+|S|, padne hledany
prvek v setfidéné posloupnosti tam, kde lezi S, a tedy je roven pivotovi. A konecéné
pro k > |L| + | S| se musi nachézet v pravé ¢asti a musi tam byt (k — |L| — |S|)-ty
nejmensi.

Ze t¥i casti vstupu jsme si tedy vybrali jednu a v ni opét hleddme nékolikaty
nejmensi prvek, na coz samoziejmé pouzijeme rekurzi. Vznikne nasledujici algorit-
mus, obvykle znamy pod nazvem Quickselect:

Algoritmus QUICKSELECT
Vstup: Posloupnost prvktt X = z4,...,zx adislo k (1 <k < N).
Vystup: y = k-ty nejmensi prvek v X.

1. Pokud N =1, vratime y = x; a skoncime.
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p < néktery z prvkl z1,...,zy (pivot)

L <+ prvky v X, které jsou mensi nez p

P < prvky v X, které jsou vétsi nez p

S + prvky v X, které jsou rovny p

Pokud k < |L|, pak y + QUICKSELECT(L, k).
Jinak je-li k < |L| + |S|, nastavime y < p.
Jinak y + QUICKSELECT(P, k — |L| — |S|).

® NS oA W

Spravnost algoritmi je evidentni, ale jak to bude s ¢asovou slozitosti? Pokaz-
dé stravime linearni Cas rozdélovanim posloupnosti a pak se zavolame rekurzivné
na mensi vstup. O kolik mensi bude, to zavisi zejména na volbé pivota. Jestlize si
ho budeme vybirat nesikovné, naptiklad jako nejvétsi prvek vstupu, skonéi N — 1
prvk nalevo. Pokud navic bude £ = 1, budeme se rekurzivné volat vzdy na tuto
obii levou ¢éast. Ta se pak opét zmensi pouhou o jednicku a tak dale, takze celkova
¢asova slozitost vyjde O(N) + O(N — 1) + ...+ O(1) = O(N?).

Obecnéji pokud rozdélujeme vstup nerovnomérné, hrozi nam, ze neptitel zvoli k
tak, aby nas vzdy vehnal do té vétsi c¢asti. Idealni obranou by tedy pochopitelné
bylo volit za pivota medidn posloupnosti.(*) Tehdy bude nalevo i napravo nejvyse
N/2 prvki (alesponi jeden je uprostied) a at uz si béhem rekurze vybereme levou
nebo pravou ¢ast, N bude exponencidlné klesat. Algoritmus pak dobéhne v Case
O(N)+O(N/2)+O(N/4)+ ...+ 6(1) = O(N).

Median ovSem neni jedinym pivotem, pro kterého algoritmus pobézi linearné.
Zkusme za pivota zvolit ,lZimedidn“ — tak budeme rikat prvku, ktery lezi v prostied-
nich dvou ¢étvrtinach setiidéné posloupnosti. Tehdy bude nalevo i napravo nejvyse
3/4 - N a velikost vstupu bude opét exponencialné klesat, byt o chlup pomaleji:
O(N) +0O(3/4-N) + 0((3/4)? - N) + ... + ©(1). To je opét geometricks fada se
souctem O(N).

Ani medidn, ani [zimedidn bohuZel neumime rychle najit. Jakého pivota tedy
v algoritmu pouzivat? Ukazuje se, Ze na tom piilis nezédlezi — mizeme zvolit tieba
prvek x| /2| nebo si hodit kostkou (totiZz pseudondhodnym generatorem) a vybrat
ze vSech z; ndhodné. Algoritmus pak bude mit linedrni casovou sloZitost v primér-
ném pripadé. Co to pfesné znamena a jak to dokazat, odlozime do kapitoly 1.9.
V praxi tento pristup kazdopadné funguje vytecné.

Prozatim se spokojime s intuitivnim vysvétlenim: Alespon polovina vSech prv-
ki jsou lzimedidny, takze pokud se budeme trefovat ndhodné (nebo pevné, ale vstup
bude ,dobfe zamichany“), ¢asto se strefime do 1zimedidnu a algoritmus bude ,po-
stupovat kupfedu“ dostatecné rychle.

Cvicenti:

1. Pro¢ navrhujeme volit za pivota prvek z|y/z| a ne tieba x; nebo xx?

(4 Medidn je prvek, pro ktery plati, Ze nejvyse polovina prvkd je mensi nez on a
nejvyse polovina vétsi; tuto vlastnost ma | N/2|-ty a [N/2]-ty nejmensi prvek.
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2. Student Stoura si misto lzimediant za pivoty voli ,,jesté 1zivéjsi medidny®, které
lezi v prostifednich Sesti osminédch vstupu. Jaké dosahuje ¢asové slozitosti?

3. Jak by dopadlo, kdybychom na vstupu dostali posloupnost realnych ¢isel a jako
pivota pouzivali aritmeticky pramér?

4. Uvédomte si, ze binarni vyhledavani je také algoritmus typu Rozdél a panuj,
v némz velikost vstupu exponenciilné klesa. Spocitejte jeho ¢asovou slozitost
metodami z této kapitoly. Cim se lisi od Quickselectu?

1.7. Jesté jednou tiidéni — Quicksort

Rozdélovani vstupu podle pivota, které se osvédéilo v minulé kapitole, mizeme
pouzit i ke t¥idéni dat. Pfipomenime si, Ze rozdélime-li vstup na levou, pravou a
stfedni ¢ast, budou v setfidéné posloupnosti vystupovat nejdrive prvky z levé ¢asti,
pak ty z prostfedni a nakonec prvky z ¢asti pravé. Muzeme tedy rekurzivné setfidit
levou a pravou Gdst (prostfedni je sama od sebe setfidénd), pak ¢asti poskladat
ve spravném poradi a ziskat setfidénou posloupnost. Tomuto t¥idicimu algoritmu se
ika Quicksort.(

Algoritmus QUICKSORT

Vstup: Posloupnost prvka X = x1,...,xn k setfidéni.

Vystup: Settidéna posloupnost Y.

1. Pokud N <1, vratime Y = X a skoncime.

p < néktery z prvkl xq,...,zy (pivot)
L + prvky v X, které jsou mensi nez p
P < prvky v X, které jsou vétsi nez p
S < prvky v X, které jsou rovny p
Rekurzivné setiidime ¢asti:

L + QUICKSORT(L)

P < QUICKSORT(P)
9. Slepime ¢éasti za sebe: Y «— L, S, P.

® N ook N

Dobrou pfedstavu o rychlosti algoritmu nam jako obvykle da strom rekurziv-
nich volani. V kofeni méme cely vstup, na prvni hladiné jeho levou a pravou ¢ést,
na druhé hladiné levé a pravé c¢asti téchto Casti, a tak déle, az v listech trivialni
posloupnosti délky 1. Rekurzivni volani na vstup nulové délky do stromu kreslit
nebudeme a rovnou je zabudujeme do jejich otci.

Jelikoz rozklddani vstupu i skladani vysledku jisté pokazdé stihneme v linear-
nim case, travime v kazdém vrcholu ¢as pfimo tmeérny velikosti pfislusného podpro-
blému. Pro libovolnou hladinu navic plati, Ze podproblémy, které na ni lezi, maji

) Za jménem se Casto skryva piibéh. Quicksort (coz znamend ,Rychlot¥idic*)
prisel ke svému jménu tak, ze v roce 1961, kdy vznikl, byl prvnim tfidicim algoritmem
se slozitosti O(N log N) aspoii v prumérném piipadé.
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dohromady nejvyse N prvkt — vznikly totiz rozdélenim vstupu na disjunktni casti
a jesté se nam pii tom nékteré prvky (pivoti) poztracely. Na jedné hladiné proto
travime ¢as O(N).

Tvar stromu a s nim i ¢asova slozitost samoziejmé opét stoji a padaji s volbou
pivota. Pokud za pivoty volime medidany nebo alespon 1zimediany, klesaji velikosti
podproblémt exponencidlné (na i-té hlading O((3/4)%- N)), takze strom je vyvazeny
a ma hloubku O(log N). V soué¢tu pfes vSechny hladiny proto ¢asova slozitost ¢ini
O(NlogN).

Jestlize naopak volime pivoty nestastné jako (feknéme) nejvétsi prvky vstu-
pu, oddéli se na kazdé hladiné€ od vstupu jen tsek o jednom prvku a hladin bude
O(N). To povede na kvadratickou ¢asovou slozitost. Horsi pfipad jiz nenastane,
nebot na kazdé hladiné pfijdeme alesponi o prvek, ktery se stal pivotem.

Obr. 1.6: Quicksort pfi dobré a Spatné volbé pivota

Podobné jako u Quickselectu, i zde je mnoho ,dobrych® pivotd, se kterymi
se algoritmus chové efektivné (alespont polovina prvki jsou lZimedidny). V praxi
proto opét funguje spoléhat na ndhodny generator nebo dobfe zamichany vstup.
V kapitole 1.9 pak vypocteme, ze Quicksort s ndhodnou volbou pivota mé ¢asovou
slozitost O(N log N) v pramérném piipads.

Quicksort v praxi

Zavérem si dovolme kratkou poznamku o praktickych implementacich Quicksor-
tu. Ackoliv tento algoritmus mezi ostatnimi t¥idicimi algoritmy na prvni pohled ni-
¢im nevynika, u vétsiny prekladaci se v roli standardni funkce pro tridéni setkate
préavé s nim. Divodem této nezvyklé popularity neni mdda, nybrz praktické zku-
Senosti. Dobfe vyladénd implementace Quicksortu totiz na realném pocitac¢i bézi
vyrazné rychleji nez jiné t¥idici algoritmy.

Cesta od naseho pomérné obecné formulovaného algoritmu k takto propra-
covanému programu je samoziejmé slozitd a vyzaduje mimo mistrného zvladnuti
programatorského remesla i detailni znalost konkrétniho pocitace. My si ukazeme
alespon prvni kroky této cesty.

Predevsim Quicksort upravime tak, aby prvky zbytecné nekopiroval. Vstup
dostane jako ostatni tfidici algoritmy v poli a pak bude pouze prvky uvniti tohoto
pole prohazovat. Rekurzivné tedy budeme tfidit rtizné tseky spoleéného pole. Kte-
rym tsekem se mame pravé zabyvat, vymezime snadno indexy krajnich prvki. Levy
okraj tseku (ten blize k zac¢atku pole) budeme znadit ¢, pravy pak r.
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Rozdélovani nam zjednodusi, budeme-li vstup délit jen na dvé ¢asti namisto
t¥i — prvky rovné pivotovi mohou bez jmy na korektnosti prijit jak nalevo, tak
napravo. Budeme postupovat nasledovné: Pouzijeme dva indexy i a j. Prvni z nich
bude prochazet tfidénym usekem zleva doprava a preskakovat prvky, které maji
zustat nalevo; druhy index pijde zprava doleva a bude preskakovat prvky patiici
do pravé ¢asti. Levy index se tudiz zastavi na prvnim prvku, ktery je vlevo, ale patii
doprava; podobné pravy index se zastavi na nejbliz§im prvku vpravo, ktery patii
doleva. Staci tedy tyto dva prvky prohodit a pokracovat stejnym zptusobem dél, az
se indexy setkaji.

Nyni mame obé ¢asti ulozené v souvislych tsecich pole, takze je mtzeme rekur-
zivné setfidit. Navic se tyto tseky vyskytuji presné tam, kde maji lezet v setridéné
posloupnosti, takze ,slepovaci“ krok 9 puvodniho Quicksortu muzeme zcela vyne-
chat.

Algoritmus QUICKSORT2
Vstup: Pole P[1...N], indexy ¢ a r tseku, ktery t¥idime.
Vijstup: Usek P[l...r] je setiidén.

1. Pokud ¢ > r, ihned skonéime.
2. p < néktery z prvka P[{],..., P[r] (pivot)
3. i=40j=r
4. Dokud ¢ < j, opakujeme:
5. Dokud PJi] < p, zvySujeme ¢ o 1.
6. Dokud P[j] > p, snizujeme j o 1.
7. Je-li i < j, prohodime P[i] a P[j].
8. Je-lii <j,paki<+i+1,j+j—1
9. Rekurzivné setfidime ¢ésti:
10. QUICKSORT2(P, ¢, 7)
11. QUICKSORT2(P, i, 1)

Popsanymi tpravami jsme jisté nezhorsili ¢asovou slozitost: V krocich 2-8 zpra-
cujeme kazdy prvek useku nejvyse jednou, celkové tedy rozdélovanim travime cas
linearni s délkou useku, s ¢imz nase analyza Casové slozitosti pocitala. Naopak jsme
se zbavili zbyte¢ného kopirovani prvkd do pomocné paméti. Dalsi mozna vylepseni
ponechavame C¢tenaii jako cviceni s napovédou.

Cviceni:
1. Rozmyslete si, ze procedura QUICKSORT?2 je korektni. Zejména si uvédomte, co
se stane, kdyz si jako pivota vybereme nejmensi nebo nejvétsi prvek tiseku nebo

kdyz dokonce budou vSechny prvky v tseku stejné. Ani tehdy béhem krokt 4-8

nemohou indexy 7, j opustit tfidény tsek a kazda z ¢asti, na které se rekurzivné
zavolame, bude ostfe mensi nez puvodni vstup.

Fix: Obréazek situace.
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2. Vlastni zdsobnik: Abychom netravili tolik ¢asu rekurzivnim volinim a preda-
vanim parametrti, nahradime rekurzi nasim vlastnim zasobnikem, na kterém si
budeme pamatovat zacatky a konce tseki, které nam jesté zbyva setfidit.

3. Setrime paméti: Vylep$ime postup z minulého cvideni tak, ze dvojici rekurziv-
nich voldni v krocich 7 a 8 nahradime ulozenim wvétsiho tseku na zasobnik a
pokracovanim t¥idénim mensiho tiseku. Dokazte, ze po této upravé muze byt
v libovolny okamzik na zasobniku jen O(log N) tsekd, coz je také celkové mnoz-
stvi pomocné paméti, které algoritmus spotrebuje.

4. Vcas se zastavime: Podobné jako pfi ndsobeni ¢isel (cviceni 1.3.4) se i u Quicksor-J|
tu hodi zastavit rekurzi pfed¢asné (pro N mensi nez vhodna konstanta Np) a
prepnout na néktery z kvadratickych tfidicich algoritmi. VyzkouSejte si najit
hodnotu Ny, pro kterou algoritmus bézi nejrychleji.

5.  Medidn ze tri: Oblibeny trik na vybér pivota je spocitat median z prvniho, pro-
stfedniho a posledniho prvku tseku. Pfedpokladame-li, Zze na vstupu dostaneme
nahodnou permutaci ¢isel 1,..., N, jaka je pravdépodobnost, ze takovy pivot
bude 1zimedidnem?

1.8. k-ty nejmensi prvek v linearnim case

Algoritmus Quickselect pro hledéni k-tého nejmensiho prvku, ktery jsme po-
tkali v kapitole 1.6, pracuje v linedrnim case pouze v prumérném pripadé. Nyni si
ukazeme, jak ho upravit, aby tuto casovou slozitost mél vzdy. Jediné, co zménime,
bude volba pivota.

Prvky si nejprve seskupime do pétic (neni-li posledni pétice iplnd, doplnime ji
ynekoneéné velkymi“ hodnotami). Poté nalezneme medidn kazdé pétice a z téchto
mediani rekurzivnim zavolanim naSeho algoritmu spocitame opét median. Ten pak
pouzijeme jako pivota k rozdéleni vstupu na levou, stfedni a pravou ¢ast a pokracu-
jeme jako v puvodnim Quickselectu. Cely algoritmus bude vypadat takto:

Algoritmus LINEARSELECT
Vstup: Posloupnost prvki X = z1,...,2y adislo k (1 <k < N).
Vystup: y = k-ty nejmensi prvek v X.
1. Pokud N < 5, tlohu vyfesime trividlnim algoritmem.
Prvky rozdélime na pétice Pi, ..., Prn/s)-
Spocitame medidny pétic: m; < median P;.
Najdeme pivota: p <~ LINEARSELECT(my1, ..., m[ny5]; [IN/10]).
L,P,S < prvky z X, které jsou mensi nez p, vétsi nez p, rovny p.
Pokud k < |L|, pak y < LINEARSELECT(L, k).
Jinak je-li k < |L| + |S|, nastavime y < p.
Jinak y + LINEARSELECT(P, k — |L| — |5]).

P NSO L

Abychom chovani algoritmu pochopili, uvédomime si nejdfive, Ze vybrany pivot
neni ptili§ daleko od medianu celé posloupnosti X. K tomu ndm pomiize obrazek.
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Obr. 1.7: Pétice a jejich mediany

Prekreslime si do néj vstup a kazdou pétici usporadame zdola nahoru. Mediany
pétic tedy budou lezet v prostrednim radku. Pétice si jesté prehazime tak, aby jejich
medidny rostly zleva doprava. (Pozor, algoritmus nic takového nedéld, pouze my pii
jeho analyze!) Navic budeme pro jednoduchost predpokladat, ze pétic je lichy pocet
a ze vSechny prvky jsou navzajem rtizné.

N4&S pivot (medidn medidnt pétic) se tedy na obrizku nachdzi pfesné upro-
stfed. Medidany vSech pétic, které lezi napravo od néj, jsou proto vétsi nez pivot.
Vsechny prvky umisténé nad nimi jsou jesté vétsi, takze cely obdélnik, jehoz levym
dolnim rohem je pivot, padne v nasem algoritmu do ¢asti P nebo S. Pocitejme, kolik
obsahuje prvki: VSech pétic je N/5, polovina z nich ([ N/10] pétic) zasahuje do na-
Seho obdélniku, a to tfemi prvky. To celkem dava alesponi 3/10- N prvkd, o kterych
s jistotou vime, Ze se neobjevi v L. Leva ¢ast proto méfi nejvyse 7/10 - N.

Podobné nahlédneme, Ze napravo je také nejvyse 7/10 - N prvka — staci uvazit
obdélnik, ktery se rozprostird od pivota doleva dolti. VSechny jeho prvky lezi v L
nebo S a opét jich je minimélné 3/10 - V.

Tato Gvaha ndm pomtize v odhadu ¢asové slozitosti:

® Rozdélovani na pétice a pocitani jejich mediani je linedrni — pétice
jsou konstantné velké, takze median jedné spocitame sebehloupéj-
§im algoritmem za konstantni cas.

® Déleni posloupnosti na ¢asti L, P a S a rozhodovani, do které z ¢asti
se vydat, trva také ©(N).

¢ Poprvé voldme LINEARSELECT rekurzivné ve 4. kroku na N/5 prv-
k.

® Podruhé ho volame v kroku 6 nebo 8, a to na levou nebo pravou

v/

¢ast vstupu. Jak uz vime, kazda z nich méfi nejvyse 7/10 - N.

Pro casovou slozitost v nejhorsim pripadé proto dostaneme néasledujici reku-
rentni rovnici (konstant jsme se zbavili vhodnou volbou jednotky éasu):
T(N)=T(N/5)+T(7/10- N) + N.

Metody z predchozich kapitol jsou na vyfeSeni této rekurence kratké (s vy-
jimkou obecného postupu z cvifeni 1.4.3). PomizZe ndm véle¢na lest: uhodneme, ze
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T(N) = cN, a ovéfime si dosazenim, Ze existuje takovd konstanta ¢, pro kterou tato
funkce nasi rekurenci spliuje:

¢cN=1/5-¢N+7/10-¢cN+ N =
=9/10-cN + N.

Tato rovnost plati pro ¢ = 10. Nas algoritmus tedy opravdu hleda k-ty nejmensi
prvek v linedarnim cCase.

Nyni bychom mohli upravit Quicksort, aby jako pivota pouzil vidy median
spocitany timto algoritmem. Pak by t¥idil v ¢ase O(N log N) i v nejhorsim piipadé.
Prilis prakticky takovy algoritmus ale neni. Jak asi tusite, nase dvojité rekurzivni
hledani medianu je sice asymptoticky linearni, ale konstanty, které v jeho slozitosti
se s tim, Zze obcCas promarnime jeden prichod kvili nesikovnému pivotovi, nez si
tridéni stale brzdit dimyslnym vybiranim kvalitnich pivoti.

Cviéeni:
1. Rozmyslete si, ze nasemu algoritmu nevadi, kdyz prvky na vstupu nebudou
navzajem rizné.

2.  Upravte funkci LINEARSELECT tak, aby si vystacila s konstantné velkou po-
mocnou pameéti.

3. Jak bude vypadat strom rekurzivnich volani funkce LINEARSELECT? Kolik bude
mit lista? Jak dlouhd bude nejkratsi a nejdelsi vétev?

4.  Pro¢ pti vybirani k-tého nejmensiho prvku pouzivame zrovna pétice? Fungoval
by algoritmus s trojicemi? Nebo se sedmicemi? Byl by pak stéale linearni?

5* Na medidn se mizeme divat také tak, Ze je to ,patnik* na pili cesty od mi-
nima k maximu. Jinymi slovy, mezi minimem a medidnem lezi priblizné stejné
prvki jako mezi medidnem a maximem. Co kdybychom chtéli mezi minimum a
maximum co nejrovnomérnéji rozmistit vice patnika?

Pfesnéji: pro n-prvkovou mnozinu prvka X a éislo ¢ (0 < ¢ < 1) definujeme e-sit
jako posloupnost min X = 29 < 21 < ... < x1/.] = max X prvki vybranych
z X tak, aby se mezi x; a x;41 vzdy nachézelo nejvyse en prvka z X. Pro
e = 1/2 tedy poc¢itdme minimum, medidn a maximum, pro ¢ = 1/4 pfiddme
prvky ve étvrtindch, ..., a pfi e = 1/n uz t¥idime.

Slozitost hledani e-sité se tedy v zavislosti na hodnoté € bude pohybovat mezi
O(n) a O(nlogn). Najdéte algoritmus s ¢asovou slozitosti O(nlog(1/¢)).

1.9.* Pravdépodobnostni algoritmy

U algoritmi zaloZenych na vybéru pivota (Quickselect a Quicksort) jsme spo-
léhali na to, ze pokud budeme pivota volit ndhodné, bude se algoritmus ,chovat
dobfe.“ V této kapitole vyuzijeme zédkladni aparat teorie pravdépodobnosti k tomu,
abychom témto tvrzenim dali smysl.
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TODO: Nékde v knize bychom se méli zminit o ndhodnych ¢islech a pravdépo-
dobnostnich algoritmech. Také by mélo padnout, Ze je zdsadni rozdil mezi primérnou
worst-case slozitosti pp. algoritmu a slozitosti deterministického algoritmu primeé-
rovanou pies viechny vstupy. Ze je mezi tim né&jaky vztah (Yatv princip), to uz je
bezpecné mimo nas dosah. Jak se ndhodné c¢isla generuji?

Tak dlouho se chodi se dZbanem ...

Zacnéme jednoduchym prikladem: budeme chodit se dzbédnem pro vodu tak
dlouho, nez se utrhne ucho, coz pfi kazdém pokusu nastane ndhodné s pravdépo-
dobnosti p (0 < p < 1), nezdvisle na vysledcich pfedchozich pokust. Kolik pokusti
v priméru podnikneme?

Oznacme si T pocet kroki, po kterém k utrzeni ucha dojde. To je néjaka ndhod-
nd veli¢ina a nas bude zajimat jeji stfedni hodnota E[T]. Spo¢itdme ji jednoduchym
trikem (jak jinak neZ rekurzivnim): V kazdém piipadé provedeme prvni pokus. Po-
kud se ucho utrhne (coz nastane s pravdépodobnosti p), hra konéi. Pokud se neutrhne
(pravdépodobnost 1 — p), dostaneme se do presné stejné situace, jako predtim — nés
idedlni dzban totiz nemé zaddnou pamét. Z toho vyjde nésledujici rovnice pro E[T1]:

E[T]=1+p -0+ (1-p)-E[T].

Vyfesime-li, dostaneme E[T] = 1/p. Tento vysledek se ndm bude ¢asto hodit, for-
mulujme si ho proto jako lemma:

Lemma: (O dzbdnu) Cekéme-li na ndhodny jev, ktery nastane s pravdépodob-
nosti p, dockame se ve stfedni hodnoté po 1/p pokusech.

Mediany, 1Zimediany a Quickselect

Uvaha o dzbanu nam déavé jednoduchy algoritmus, pomoci kterého umime na-
jit Izimedidn posloupnosti N prvki: Vybereme si rovnomérné ndhodné jeden z prv-
ki posloupnosti; tim rovnomeérné myslime tak, aby vsechny prvky mély stejnou
pravdépodobnost. Pak ovéfime, jestli jsme si vybrali 1zimedidn. Pokud ne, na vse
zapomeneme a postup opakujeme.

Kolik pokusii budeme potiebovat, nez algoritmus skonc¢i? Lzimediany tvofi
alesporti polovinu prvku, tedy pravdépodobnost, Ze se do néjakého strefime, je mi-
nimalné 1/2. Podle lemmatu o dzbanu tedy stiedni hodnota poctu pokustt bude
nejvyse 2. (Pocet pokust v nejhorsim pfipadé ovSem neumime omezit nijak — pfi do-
statecné smiile miizeme stale vybirat nejmensi prvek. Ze se to stane, mé ale nulovou
pravdépodobnost.)

Nyni uz snadno spocitame casovou slozitost naseho algoritmu. Jeden pokus
trvd ©(N), stfedni hodnota poc¢tu pokust je O(1), takze stfedni hodnota ¢asové
slozitosti je ©(N). Obvykle budeme zkracené mluvit o primérné ¢asové slozitosti.

Pokud tento vypocet Izimedianu pouzijeme v Quickselectu, ziskdme algoritmus
pro hledani k-tého nejmensiho prvku s primérnou sloZitosti ©(N). Dobrd, tim jsme
se ale Salamounsky vyhnuli otézce, jakou primérnou slozitost ma ptivodni Quickse-
lect s rovnomérné ndhodnou volbou pivota.
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Tu odhadneme snadno: Rozdélime si béh algoritmu na fdze. Faze bude konéit
v okamziku, kdy si za pivota zvolime 1zimedian. Faze se skldda z kroku spocivajicich
v ndhodné volbé pivota, linearné dlouhém vypoctu a zahozeni ¢asti vstupu. Uz vime,
ze 1zimedian se prameérné podafi najit za dva kroky, tudiz jedna faze trva v primeéru
linearné dlouho. Navic si vSimneme, Ze béhem kazdé faze se vstup zmensi alespon
o ¢tvrtinu. K tomu totiz stacil samotny posledni krok, ostatni kroky mohou situaci
jediné zlepsit. Prameérnou slozitost celého algoritmu pak vyjadiime jako soucet prii-
mérnych slozitosti jednotlivych fazi: O(N)+0((3/4)-N)+0O((3/4)* N)+... = O(N).

Indikatory a Quicksort

Podivame-li se na vypocet v minulém odstavci s odstupem, vSimneme si, Ze se
opird zejména o linearitu stiedni hodnoty — ta ¥ika, ze E[X + Y] = E[X] + E[Y].
Casovou slozitost celého algoritmu jsme vyjadfili jako soudet slozitosti fazi. PFitom
fazi jsme si nadefinovali tak, aby se jiz chovala dostate¢né prithledné.

Podobné mtzeme analyzovat i Quicksort, jen se nam bude hodit slozitost roz-
lozit na daleko vice veli¢in. Mimo to si vSimneme, Ze Quicksort na kazdé porovnani
provede jen O(1) dalsich operaci, takze posta¢i odhadnout poéet provedenych po-
rovnani.

Ocislujeme si prvky podle poradi v setfidéné posloupnosti v, ..., yn. Zavede-
me nahodné veli¢iny C;; pro 1 < i < j < N tak, aby platilo C;; = 1 prévé tehdy,
kdyz béhem vypoctu doslo k porovnéni y; s y;. V opa¢ném piipadé je C;; = 0.
Proménnym, které nabyvaji hodnoty 0 nebo 1 podle toho, zda néjaka udalost na-
stala, se obvykle fika indikdtory. Pocet vSech porovnani je tudiz roven souctu vsech
indikatoru C”

Zamysleme se nyni nad tim, kdy mize byt C;; = 1. Algoritmus porovnéava
pouze s pivotem, takZe jedna z hodnot y;, y; se tésné predtim musi stat pivotem.
Navic vSechny hodnoty ¥;y1,...,y;—1 se jesté pivoty stat nesmeély, jelikoz jinak by
¥i a y; uz byly rozdéleny v riznych ¢astech posloupnosti. Jinymi slovy, C;; je rovno
jedné pravé tehdy, kdyz se z hodnot y;, yit1,...,y; stane jako prvni pivotem bud
y; nebo y;. A ponévadZ pivota vybirdAme rovnomérné nahodné, mé kazdy z prvki
Yi, - - -, Yj stejnou pravdépodobnost, Ze se stane pivotem jako prvni, totiz 1/(j—i+1).
Proto C;; = 1 nastane s pravdépodobnosti 2/(j — i + 1).

Nyni si stac¢i uvédomit, ze kdyz indikdtory nabyvaji pouze hodnot 0 a 1, je
jejich stiedni hodnota rovna pravé pravdépodobnosti jednicky, tedy také 2/(j—i+1).
Sec¢tenim pfes vSechny dvojice (i, j) pak dostaneme pro pocet vSech porovnani:

2 1

E[C] = —— <N - -.

&l Z J—t+1" Z d
1<i<j<N 2<d<N

Nerovnost na pravé strané plati diky tomu, ze rozdily j—i+1 se nachéazeji v intervalu
(2, N) a kazdym rozdilem pfispéje nejvyse N rtznych dvojic (i, j). Posledni suma je
tzv. harmonickd suma, jejiz hodnota je InN + O(1).

Fix: Nutno rici, Ze dva prvky neporovname vicekrat.
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Spocitali jsme tedy, ze stfedni hodnota asové slozitosti Quicksortu s rovno-
mérné nadhodnou volbou pivota je O(N log N).

Chovani na ndhodném vstupu

Kdyz jsme poprvé pfemysleli o tom, jak volit pivota, vSimli jsme si, ze pokud
volime pivota pevné, nas algoritmus neni odolny proti zlomyslnému uzivateli. Takovy
uzivatel mize na vstupu zadat Sikovné sestrojenou posloupnost, kterd algoritmus
donuti vybrat si v kazdém kroku pivota nesikovné, takze pobézi kvadraticky dlouho.
Tomu jsme se prirozené vyhnuli ndhodnou volbou pivota — pro sebezlottilejsi vstup
dobéhneme v priméru rychle. Hodi se ale také védét, Ze i pro pevnou volbu pivota
je Spatnych vstupt malo.

Zavedeme si proto jesté jeden druh slozitosti algoritmil, tentokrat opét deter-
ministickych (bez ndhodného generatoru). Bude to sloZitost v priméru pies vstupy.
Jinymi slovy algoritmus bude mit pevny prubéh, ale budeme mu davat nadhodny
vstup a pocitat, jak dlouho v priméru pobézi.

Co to ale takovy ndhodny vstup je? U nasich dvou problému to docela dob-
fe vystihuje ndhodnd permutace — vybereme si rovnomérné nédhodné jednu z N!
permutaci mnoziny {1,2,...,N}.

Jak Quicksort, tak Quickselect se pak budou chovat velmi podobné, jako kdyz
meély pevny vstup, ale volily ndhodné pivota. Pokud je na vstupu rovnomérné ndhod-
na permutace, je jeji prostfedni prvek rovnomérné ndhodné vybrané ¢islo z mnoziny
{1,2,...,N}. Vybereme-li si ho za pivota a rozdélime vstup na levou a pravou ¢ast,
obé ¢asti budou opét ndhodné permutace, takzZe se na nich algoritmus bude opét cho-
vat timto zptisobem. Miizeme tedy analyzu z této kapitoly pouzit i na tento druh
priméru se stejnym vysledkem.

Cvicen:

1. Idedlni mince: Méjme pocitac, jehoz ndhodnym generatorem je idealni mince.
Jinymi slovy, mame funkci random, ze které na kazdé zavolani vypadne jeden
rovnomérné ndhodny bit vygenerovany nezavisle na pfedchozich bitech. Jak
pomoci takové funkce generovat rovnomérné ndhodna prirozena ¢isla od 1 do N?
Minimalizujte pramérny pocet hodd minci.

2. Ukazte, ze v pfedchozim cviceni nelze pocet hodd minci v nejhorsim piipadé
nijak omezit, leda Ze by N bylo mocninou dvojky.

3. Michani karet: Popiste algoritmus, ktery v linearnim ¢ase vygeneruje nadhodnou
permutaci mnoziny {1,2,...,N}.

4. 'V mnoha programovacich jazycich je k dispozici funkci random, kterd ndm vrati
rovnomeérné (pseudo)nahodné ¢islo z pevné daného intervalu. Lidé ji ¢asto pouzi-
vaji pro generovani ¢isel v rozsahu od 0 do N —1 tak, Zze spo¢tou random mod V.
Jaky se v tom skryva hacek?

5. Ndhodnd k-tice: Na vstupu je ¢islo k > 1 a posloupnost navzajem riznych pfi-
rozenych ¢isel ukoncend nulou. Vymyslete algoritmus, ktery z této posloupnosti
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vybere rovnomérné nahodné k-tici ¢isel. Vstup mutze byt tak dlouhy, ze se cely
nevejde do paméti; k-tice se tam spolehlivé vejde.

Michant podruhé: Vasil Vasiljevi¢ micha karty takto: pripravi si N prazdnych
prihrddek. Pak postupné umistuje ¢isla 1,..., N do pfihrddek tak, ze vzdy vy-
bere rovnomérné ndhodné pfihradku a pokud v ni jiz néco je, vybira znovu.
Kolik pokustt bude v prameéru potiebovat?

Lemma o dzbanu muzeme dokazat i pfimo podle definice stfedni hodnoty: Prav-
dépodobnost, ze ucho se poprvé utrhne pii i-tém pokusu, je rovna p(1 — p)i=1.
Proto E[T] = Y2, ip(1 —p)* =p/(1 —p) - Y io;i(1 — p)*. Podobnou sumu
jsme ovsem jiz potkali pfi analyze stavéni haldy zespodu. Sectéte ji.
Primérnou ¢asovou slozitost Quicksortu lze spocitat i podobnou tvahou, jakou
jsme pouzili u Quickselectu. Jak?

Jesté jeden zpisob, jak analyzovat prumérnou slozitost Quicksortu, je pouzitim
podobné tvahy jako v dikazu Lemmatu o dzbanu. Sestavime rekurenci pro
primérny pocet porovnani: R(n) =n+ 13" (R(i — 1)+ R(n —1i)), R(0) =
R(1) = 0. Dokazte indukei, ze R(n) < 4nlnn.
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