1. Prevody problému a NP-aplnost

Vsechny tlohy, které jsme zatim potkali, jsme uméli vyresit algoritmem s po-
lynomidlni ¢asovou slozitosti. V prvnim pfiblizeni muzeme Fici, ze polynomialita
docela dobie vystihuje praktickou pouzitelnost algoritmu.(

Existuji tedy polynomidlni algoritmy pro vsechny tlohy? Zajisté ne, jsou dokon-
ce 1 takové tlohy, jez Zadnym algoritmem vyfesit nelze. Ale i mezi témi algoritmicky
fesitelnymi potkame spoustu tloh, pro které zatim zadny polynomidlni algoritmus
neni znamy (ale ani neumime dokazat, Ze neexistuje). Takové tlohy jsou piekvapivé
Casté, proto se na této prednasce podivame na nékolik typickych ptiklad.

Navic uvidime, ze ackoliv tyto tlohy neumime efektivné fesit, jde mezi nimi
nalézt zajimavé vztahy a pomoci téchto vztahi obtiZznost problémi vzajemné po-
rovnavat. Z téchto tvah vyrdstd i skuteéna teorie slozitosti se svymi hierarchiemi
slozitostnich t¥id. Muzete tedy nasledujici kapitolu povazovat za malou ochutnavku
toho, jak lze k t¥iddm problému pfistupovat.

1.1. Rozhodovaci problémy a prevody mezi nimi

Aby se nam teorie prilis nerozkosatila, omezime své ivahy na rozhodovaci pro-
blémy. To jsou tlohy, jejichz vystupem je jediny bit — mame tedy rozhodnout, zda
vstup ma ¢i nemé urcenou vlastnost. Vstup pfitom budeme reprezentovat Fetézcem
nul a jednicek — libovolnou jinou ,rozumnou” reprezentaci dokdzeme na tyto Fetézce
prevést v polynomidlnim case. Formalnéji:

Definice: Rozhodovaci problém (zkrdcené problém) je funkce z mnoziny {0, 1}* vSech
fetézcti nad binarni abecedou do mnoziny {0, 1}.(2

Priklad problému: Bipartitni pdrovani — je dan bipartitni graf a ¢islo k € N. Zapi-
Seme je pomoci Fetézce bitti: graf tfeba matici sousednosti, ¢islo dvojkové (detaily
kédovani budeme nadéle vynechavat). Mame odpovédét, zda v zadaném grafu exis-
tuje parovani, které obsahuje alespon k hran.

(Otéazka, zda existuje parovani o pravé k hranach, je ekvivalentni, protoze mu-
Zeme libovolnou hranu z parovani vypustit a bude to stale parovani.)

Odbocka: Casto nas samozifejmé nejen zajima, zda parovani existuje, ale také chceme
néjaké konkrétni najit. I to jde pomoci rozhodovaci verze problému snadno zafidit.
Podobny postup funguje pro mnoho dalsich problémi.

(1) Jisté véas napadne spousta protipiikladii, jako t¥eba algoritmus se slozitosti
O(1.001™), ktery nejspis je pouzitelny, ackoliv neni polynomidlni, a jiny se slozi-
tosti O(n'%), u kterého je tomu naopak. Ukazuje se, Ze tyto pifpady jsou velmi
ridké, takze u vétsiny problému nas zjednoduseny pohled funguje pirekvapivé dobie.
(2) Ekvivalentné bychom se na problém mohli také divat jako na né&jakou mnozinu
A C {0,1}* vstupt, na néz je odpovéd 1. Tento pfistup maji radi v teorii automatu.
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Méjme ¢ernou skfitiku (fungujici v polynomidlnim ¢ase), ktera odpovi, zda da-
ny graf ma nebo nema parovani o k hranich. Odebereme z grafu libovolnou hranu a
zeptame se, jestli i tento novy graf ma parovani velikosti k. Kdyz ma, pak tato hra-
na nebyla pro existenci parovani potfebnd, a tak ji odstranime. Kdyz naopak nema
(hrana patii do kazdého parovani pozadované velikosti), tak si danou hranu pozna-
mename a odebereme nejen ji a jeji vrcholy, ale také hrany, které do téchto vrcholi
vedly. Toto je korektni krok, protoze v puvodnim grafu tyto vrcholy byly navzajem
sparované, a tedy nemohou byt sparované s zadnymi jinymi vrcholy. Na novy graf
aplikujeme znovu tentyz postup. Vysledkem je mnozina hran, které patii do hleda-
ného parovani. Hran, a tedy i iteraci naseho algoritmu, je polynomiilné mnoho a
skiitika funguje v polynomialnim ¢ase, takZe cely algoritmus je polynomiélni.
Zpét z odbocky: Jak parovaci problém vytesit? Vérni matfyzackym vtiptim, preve-
deme ho na néjaky, ktery uz vyresit umime. To uz ostatné umime — na toky v sitich.
Pokazdé, kdyz se ptame na existenci parovani velikosti alespon k£ v néjakém bi-
partitnim grafu, umime efektivné sestrojit néjakou sit a zeptat se, zda v této siti
existuje tok velikosti alespori k. Chceme tedy prelozit vstup jednoho problému na
vstup jiného problému tak, aby odpovéd ziistala stejna.

Takovéto prevody mezi problémy muzeme definovat i obecnéji:

Definice: Jsou-li A, B rozhodovaci problémy, ¥ikdme, Zze A lze pFevést (neboli redu-
kovat) na B (piSeme A — B) pravé tehdy, kdyz existuje funkce f : {0,1}* — {0,1}*
takova, ze pro vSechna x € {0,1}* plati A(x) = B(f(z)), a navic lze funkci f spocitat
v polynomialnim cCase.

Pozorovani: A — B také znamend, Zze problém B je alespon tak tézky jako pro-
blém A. Tim myslime, Ze kdykoliv umime vyfesit B, je vyfesit A nejvyse polynomi-
alné obtiznéjsi. Specialné plati:

Lemma: Pokud A — B a B lze fesit v polynomidlnim case, pak i A lze fesit v poly-
nomialnim case.

Driikaz: Necht existuje algoritmus fesici problém B v ¢ase O(b*), kde b je délka
vstupu tohoto problému a k konstanta. Mé&jme dale funkci f prevadéjici A na B
v ¢ase O(a’) pro vstup délky a. Chceme-li nyni spoéitat A(z) pro néjaky vstup z
délky a, spoc¢itame nejprve f(z). To bude trvat O(a’) a vyjde vystup délky taktéz
O(a') - delsi bychom v daném ¢ase ani nestihli vypsat. Tento vstup pak predame
algoritmu pro problém B, ktery nad nim stravi éas O((a’)*) = O(a**). Celkovy ¢as
vypoétu tedy &ini O(at + a*’), coz je polynom v délce ptivodniho vstupu. O

Relace prevoditelnosti jistym zpusobem porovnava problémy podle obtiZznosti.
Nabizi se predstava, Ze se jedna o usporadani na mnoziné vSech problému. Je tomu
doopravdy tak?

Pozorovani: O relaci ,—* plati:

(3) Zde se skryva hlavni ditvod, pro¢ informatici maji tak radi polynomialni algo-
ritmy. Ttida vSech polynomi je totiz nejmensi tfidou funkci, kterd obsahuje vSechny
,zakladni“ funkce (konstanty, n, n?, ...) a je uzavien4 na s¢itani, odéitani, ndsobeni
i skladani funkci.
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e Je reflexivni (A — A) — Glohu miZzeme pievést na tutéz identickym
zobrazenim.

e Je tranzitivni (A — BAB — C = A — C) — pokud funkce f
prevadi A na B a funkce g pfevadi B na C, pak funkce go f prevadi
A na C. SloZeni dvou polynomialné vy¢islitelnych funkci je zase
polynomialné vy¢islitelna funkce, jak uz jsme zpozorovali v dikazu
predchoziho lemmatu.

® Neni antisymetrickd — napiiklad problémy ,na vstupu je Tetézec
zacinajici nulou® a ,na vstupu je fetézec koncici nulou®“ 1ze mezi
sebou prevadét obéma sméry.

e Existuji navzdjem neprevoditelné problémy — tfeba mezi problémy
,ha kazdy vstup odpovéz 0¢ a ,na kazdy vstup odpovéz 1“ nemiize
existovat prevod ani jednim smérem.

Relacim, které jsou reflexivni a tranzitivni, ale obecné nesplnuji antisymetrii, se ¥ika
kvaziuspordadani. Prevoditelnost je tedy ¢astecné kvaziusporddani na mnoziné vsech
problémi. (4

Nyni se jiz podivame na piiklady nékolika problémt, které se obecné povazuji za
tézké. Uvidime, ze kazdy z nich je mozné prevést na vSechny ostatni, takze z naseho
,polynomialniho“ pohledu jsou stejné obtizné.
Problém SAT — splnitelnost (satisfiability) logickych formuli v CNF

Me¢jme néjakou logickou formuli s proménnymi a logickymi spojkami. Zajima
nas, je-li tato formule spinitelnd, tedy zda lze za proménné dosadit 0 a 1 tak, aby
formule dala vysledek 1 (byla spinéna).

Zamérime se na formule ve specidlnim tvaru, v takzvané konjunktivni normdlni
formé (CNF):
e formule je slozena z jednotlivych klauzuli oddélenych spojkou A,
® kazda klauzule je slozena z literdld oddélenych V,

e kazdy literdl je budto proménnd nebo jeji negace.

Vstup problému: Formule ¢ v konjunktivni normalni formé.

Vystup problému: Existuje-li dosazeni 0 a 1 za proménné tak, aby ¥(...) = 1.
Pfiklad: Formule (zVyVz)A(mzVyVz)A(xV-yVz)A(xVyV-z) je splnitelnd,
staci nastavit napiiklad z = y = z = 1 (jakd jsou ostatni spliiujici ohodnoceni?).
Naproti tomu formule (x V y) A (x V =y) A -z splnitelnd neni, coz snadno ovéfime
tfeba vyzkousenim vSech ¢ty moznych ohodnoceni.

(9 Kdybychom z n&j chtéli vyrobit opravdové (byt astecné) uspoiédani, mohli
bychom definovat ekvivalenci A ~ B = A — B A B — A a relaci prevoditelnosti
zavést jen na tfidach této ekvivalence. Takova prevoditelnost by uz byla slabé antisy-
metricka. To je v matematice dost bézny trik, fika se mu faktorizace kvaziusporadani.
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Poznamka: Co kdybychom chtéli zjistit, zda je splnitelna néjaka formule, kterd ne-
ni v CNF? V logice se dokazuje, ze ke kazdé formuli lze najit ekvivalentni formuli
v CNF, ale pfi tom se bohuzel formule muze az exponencialné prodlouzit. Pozdéji
ukézeme, ze pro kazdou formuli y existuje n&jakd formule x’ v CNF, kter4 je splni-
telnd pravé tehdy, kdyz je x splnitelnd. Formule x’ pfitom bude dlouha O(]x|), ale
budou v ni néjaké nové proménné.

Problém 3-SAT — splnitelnost formuli s kratkymi klauzulemi

Pro SAT zatim neni zndmy zadny polynomidlni algoritmus. Co kdybychom
zkusili problém trochu zjednodusit a uvazovat pouze formule ve specidlnim tvaru?

Povolime tedy na vstupu pouze takové formule v CNF, jejichz kazda klauzule
obsahuje nejvyse tii literaly. Ukazeme, ze tento problém je stejné tézky jako ptivodni
SAT.

Prevod 3-SATu na SAT: Jelikoz 3-SAT je specidlnim pripadem SATu, poslouzi tu
jako prevodni funkce identické zobrazeni.

Pfevod SATu na 3-SAT: Nechf se ve formuli vyskytuje néjakd ,Spatna®“ klauzule
o k > 3 literdlech. MuZeme ji zapsat ve tvaru (a V f3), kde « obsahuje 2 literaly
a [ k — 2 literdlu. Pofidime si novou proménnou z a klauzuli nahradime dvéma
novymi (« V ) a (8 V —z). Prvni z nich obsahuje 3 literaly, tedy je dobra. Druha
ma k — 1 literdld, takze mtze byt stale Spatna, ale aspon je kratsi, takze mizeme
postup opakovat.

Takto postupné nahradime vSechny Spatné klauzule dobrymi, coz bude trvat
nejvyse polynomialné dlouho: klauzuli délky k rozebereme po k—3 krocich, Spatnych
klauzuli je linearné s délkou formule.

Zbyva ukazat, ze nova formule je splnitelna pravé tehdy, byla-li splnitelna for-
mule ptivodni. K tomu staci ukazat, ze kazdy jednotlivy krok pfevodu splnitelnost
zachovava.

Pokud ptvodni formule byla splnitelnéd, uvazme néjaké splnujici ohodnoceni
proménnych. Ukazeme, ze vzdy mizeme novou proménnou x nastavit tak, aby vznik-
lo spliiujici ohodnoceni nové formule. Vime, Ze klauzule (« V 3) byla splnéna. Proto
v daném ohodnoceni:

¢ Budto o = 1. Pak polozime = = 0, takze (aVx) bude splnéna diky o
a (BV —x) diky .
e Anebo a =0, a tedy 8 = 1. Pak poloZime z = 1, ¢imZ bude (o V x)
splnéna diky z, zatimco (S V —z) diky 5.
Ostatni klauzule budou stale splnény.

V opaéném sméru: pokud dostaneme splitujici ohodnoceni nové formule, umime
z néj ziskat spliiujici ohodnoceni formule pivodni. Ukézeme, ze sta¢i zapomenout
proménnou z. VSechny klauzule, kterych se nase transformace netyka, jsou nadale
splnéné. Co klauzule (a Vv 8)?

e Budto z = 0, pak musi byt (o V z) splnéna diky «, takze (aV ) je
také splnéna diky .
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e Anebo x = 1, pak musi byt (8V —z) splnéna diky 3, takze i (aV )
je splnéna.

Tim je pfevod hotov, SAT a 3-SAT jsou tedy ekvivalentni.
Problém NzMna — nezavisla mnozina vrcholu v grafu

Definice: Mnozina vrchola grafu je nezdvisld, pokud zadné dva vrcholy lezici v této
mnoziné nejsou spojeny hranou. (Jinymi slovy nezdvisld mnozina indukuje podgraf

bez hran.)

Obr. 1.1: Piiklad nezavislé mnoziny

Na samotnou existenci nezavislé mnoziny se nemé smysl ptat — prézdna mnozina
¢i libovolny jeden vrchol jsou vzdy nezavislé. Zajimavé ale je, jestli graf obsahuje
dostatecné velkou nezavislou mnozinu.

Vstup problému: Neorientovany graf G a ¢islo k € IN.
Vystup problému: Zda existuje nezavisld mnozina A C V(G) velikosti alespoii k.

Prevod 3-SAT — NzMna: Dostaneme formuli a mame vytvorit graf, v némz se bu-
de nezavisla mnozina urcené velikosti nachazet pravé tehdy, je-li formule splnitelna.
Myslenka prevodu bude jednoducha: z kazdé klauzule budeme chtit vybrat jeden li-
teral, jehoz nastavenim klauzuli splnime. Samoziejmé si musime dat pozor, abychom
v ruznych klauzulich nevybirali konfliktné, tj. jednou = a podruhé —z.

Jak to pfesné zafidit: pro kazdou z k klauzuli zadané formule vytvofime troj-
thelnik a jeho vrcholtum pfifadime literaly klauzule. (Pokud by klauzule obsahovala
méné literalt, prosté nékteré vrcholy trojihelnika smazeme.) Navic spojime hranami
v8echny dvojice konfliktnich literdld (z a —x) z riznych trojahelniki.

V tomto grafu se budeme ptat po nezavislé mnoziné velikosti alespon k. Jelikoz
z kazdého trojuhelnika miizeme do nezavislé mnoziny vybrat nejvyse jeden vrchol,
jedind moznost, jak dosdhnout pozadované velikosti, je vybrat z kazdého prave jeden
vrchol. Ukazeme, Ze takova nezavisla mnozina existuje pravé tehdy, je-li formule
splnitelna.

Mame-li spliujici ohodnoceni formule, mizeme z kazdé klauzule vybrat jeden
splnény literal. Do nezévislé mnoziny umistime vrcholy odpovidajici témto literaltm.
Je jich pravé k. Jelikoz kazdé dva vybrané vrcholy lezi v rdznych trojthelnicich
a nikdy nemiize byt splnény soucasné literal a jeho negace, mnozina je opravdu
nezéavisla.
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A opac¢né: Kdykoliv dostaneme nezavislou mnozinu velikosti k, vybereme litera-
ly odpovidajici vybranym vrcholtim a pfislusné proménné nastavime tak, abychom
tyto literaly splnili. Diky hrandm mezi konfliktnimi literaly se nikdy nestane, Ze
bychom potfebovali proménnou nastavit souc¢asné na 0 a na 1. Zbyvajici proménné
ohodnotime libovolné. Jelikoz jsme v kazdé klauzuli splnili alespon jeden literdl, jsou
splnény vSechny klauzule, a tedy i cela formule.

Prevod je tedy korektni, zbyva rozmyslet, ze bézi v polynomialnim case: Pocet
vrchold grafu odpovida poctu literalid ve formuli, pocet hran je maximalné kvad-
raticky. Kazdy vrchol i hranu pfitom sestrojime v polynomidlnim cCase, takze cely
prevod je také polynomialni.

Obr. 1.2: Graf pro formuli (zx VyV 2) A (xV -y V -z)A(-zV -y Vp)

Prevod NzMna — SAT: Dostaneme graf a ¢islo k, chceme vytvofit formuli, ktera
je splnitelnd pravé tehdy, pokud se v grafu nachézi nezavisl4 mnozZina o alespon k
vrcholech. Tuto formuli sestrojime néasledovné.

Vrcholy grafu ocislujeme od 1 do n a pofidime si pro né proménné vy, ..., Uy,
které budou indikovat, zda byl pFislusny vrchol vybréan do nezévislé mnoziny (pfi-
slusné ohodnoceni proménnych tedy bude odpovidat charakteristické funkci nezévislé
mnoziny).

Aby mnozina byla opravdu nezévisla, pro kazdou hranu ij € F(G) pfiddme
klauzuli (—v; V —w;).

Jesté potrebujeme zkontrolovat, Ze mnozina je dostate¢né velka. To neumime
provést pfimo, ale pouzijeme lest: vyrobime matici proménnych X tvaru k x n, ktera
bude popisovat o¢islovani vrcholii nezdvislé mnoziny ¢isly od 1 do k. Konkrétné x;;
bude fikat, ze v potadi i-ty prvek nezavislé mnoziny je vrchol j. K tomu potfebujeme
zafidit:

e Aby v kazdém sloupci byla nejvyse jedna jednicka. Na to si pofidime
klauzule (x; ; = -z ;) pro i’ # i. (Jsou to implikace, ale mizeme
je zapsat 1 jako disjunkce, protoze a = b je totéz jako —a V b.)

e Aby v kazdém Fadku lezela pravé jedna jednicka. Nejprve zajistime
nejvyse jednu klauzulemi (z; ; = —x; ) pro j' # j. Pak pfidame
klauzule (x;,1Vx; 2V. ..V, ), které pozaduji alesponi jednu jednicku
v fadku.
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® Vztah mezi ocislovanim a nezavislou mnozinou: priddme klauzule
x;; = v;. (Vsimnéte si, Ze nezdvisl4 mnozina mize obsahovat i
neodislované prvky, ale to ndm nevadi. Dilezité je, aby jich méla
k ocislovanych.)
Spravnost pfevodu je ziejma, ovéime jesté, Ze probiha v polynomidlnim case.
To plyne z toho, Ze vytvorime polynomialné mnoho klauzuli a kazdou z nich stihneme
vypsat v linedrnim case.

Dokazali jsme tedy, zZe testovani existence nezavislé mnoziny je stejné tézké
jako testovani splnitelnosti formule. Pojdme se podivat na dalsi problémy.

Problém Klika — aplny podgraf

Podobné jako nezavislou mnozinu mazeme v grafu hledat i kliku — uplny podgraf
dané velikosti.

Vstup problému: Graf G a ¢islo k € N.
Vystup problému: Existuje-li uplny podgraf grafu G na alespon k vrcholech.

Obr. 1.3: Priklad kliky

Tento problém je ekvivalentni s hleddnim nezavislé mnoziny. Pokud v grafu
prohodime hrany a nehrany, stane se z kazdé kliky nezavisla mnoZina a naopak.

s v

Prevodni funkce tedy zneguje hrany a ponecha ¢islo k.

Obr. 1.4: Prohozeni hran a nehran

Problém 3,3-SAT — splnitelnost s malym pocétem vyskyta

Nez se pustime do dalsiho kombinatorického problému, pfedvedeme jesté jednu
specialni variantu SATu, se kterou se ndm bude pracovat piijemnéji.
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Jiz jsme ukazali, ze SAT zistane stejné tézky, omezime-li se na formule s klau-
zulemi délky nejvySe 3. Ted budeme navic pozadovat, aby se kazdé proménna vy-
skytovala v maximalné tiech literalech. Tomuto problému se fika 3,3-SAT.

Prevod 3-SATu na 3,3-SAT: Pokud se proménna x vyskytuje v k > 3 literalech,

nahradime jeji vyskyty novymi proménnymi zi,...,x; a pridame klauzule, které
zabezpedi, Ze tyto proménné budou vzdy ohodnoceny stejné: (r1 = x2),(z2 =
z3), (23 = T4),. .., (Th—1 = 2), (Th = 21).

Zesileni: Muzeme dokonce zafidit, aby se kazdy literal vyskytoval nejvyse dvakrat
(tedy Ze kazda proménnd se vyskytuje alesponl jednou pozitivné a alesponl jednou
negativné). Pokud by se néjakd proménna objevila ve t¥ech stejnych literdlech, ma-
zeme na ni také pouzit nas trik a nahradit ji tfemi proménnymi. V novych klauzulich
se pak bude vyskytovat jak pozitivng, tak negativné (opét pfipominame, ze a = b
je jen zkratka za —a V b).

Problém 3D-parovani

Vstup problému: Tt mnoziny, napf. K (kluci), H (holky), Z (zvifitka) a mnozina
T C K x H x Z kompatibilnich trojic (téch, ktefi se spolu snesou).

Vystup problému: Zda existuje perfektni podmnozina trojic, tedy takova, v niz se
kazdy prvek mnozin K, H a Z GCastni pravé jedné trojice.

Ada
m Pavlina

Boleslav

Qéta

Cipisek Radka

Xaver Yvan Zara

Obr. 1.5: Ukazka 3D-parovani

Prevod 3,3-SATu na 3D-parovani: Uvazujme trochu obecnéji. Pokud chceme ukazat,
Ze se na néjaky problém da prevést SAT, potfebujeme obvykle dvé véci: Jednak kon-
strukei, kterd bude simulovat proménné, tedy néco, co nabyvéa dvou stavii true/ false.
Pak také potfebujeme cosi, co umi zaridit, aby kazda klauzule byla splnéna alesponi
jednou promeénnou. Jak to provést u 3D-parovani?

Uvazujme nasledujici konfiguraci:
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kl d1
Z1 A C Z3
d TD k2

V ni se nachézeji 4 zvifatka (21 az z4), 2 kluci (k1 a ko), 2 divky (d; a d2) a 4 trojice
(A, B, C a D). Zatimco zvitdtka se budou moci G¢astnit i jinych trojic, kluky a
dévcata nikam jinam nezapojime.

Vsimneme si, ze existuji pravé dvé moznosti, jak tuto konfiguraci sparovat.
Abychom spéarovali kluka k;, tak musime vybrat bud trojici A nebo B. Pokud si
vybereme A, ky i da uz jsou sparovani, takze si nesmime vybrat B ani D. Pak jedina
moznost, jak sparovat d; a ko, je pouzit C. Naopak za¢neme-li trojici B, vylou¢ime
A a C a pouzijeme D (situace je symetricka).

Vzdy si tedy musime vybrat dvé protéjsi trojice v obrazku a druhé dvé nechat
nevyuzité. Tyto moznosti budeme pouzivat k reprezentaci proménnych. Pro kazdou
proménnou si potfidime jednu kopii obrazku. Volba A + C bude odpovidat nule a
nesparuje zviratka zo a z4. Volba B + D reprezentuje jedni¢ku a nesparuje z; a 23.
Pres tato nesparovana zvirfatka muZzeme predavat informaci o hodnoté proménné
do klauzuli.

Zbyva vymyslet, jak reprezentovat klauzule. Méjme klauzuli tvaru reknéme
(x VyV —r). Potfebujeme zajistit, aby x bylo nastavené na 1 nebo y bylo nastavené
na 1 nebo r na 0.

X y r
Z2 Z2 Z1

Pro takovouto klauzuli si pofidime novou dvojici kluk a divka, ktefi budou figu-

rovat ve tfech trojicich se tfemi rtiznymi zviratky, coz budou volna zvitatka z obrazki
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pro prislusné proménné. Zvolime je tak, aby byla volna pri spravném nastaveni pro-
ménné. Dokazeme piitom zafidit, zZe kazdé zviratko bude pouzité v maximéalné jedné
klauzuli, nebot kazdy literal se vyskytuje nejvyse dvakrat a mame pro néj dvé volna
zviratka.

Jesté nam urcité zbude 2p — k zviratek, kde p je pocet proménnych a k pocet
klauzuli. Kazda proménné totiz doda 2 volna zvitatka a kazda klauzule pouZije jedno
z nich. Pf¥idame proto jesté 2p — k part lidi, ktefi miluji iplné vSechna zviratka; ti
vytvori zbyvajici trojice.

Snadno ovéfime, ze cely pfevod pracuje v polynomiilnim c¢ase, rozmysleme si
jesté, ze je korektni.

Pokud formule byla splnitelna, z kazdého spliujiciho ohodnoceni mtzeme vy-
robit parovani v nasi konstrukci. Obrazek pro kazdou proménnou sparujeme podle
ohodnoceni (bud A+ C nebo B+ D). Pro kazdou klauzuli si vybereme trojici, kterd
odpovida nékterému z literald, jimiz je klauzule splnéna.

A opacéné: KdyZz ndm nékdo da parovani v na$i konstrukci, dokdZeme z néj
vyrobit spliiujici ohodnoceni dané formule. Podivame se, v jakém stavu je proménné,
a to je vSechno. Z toho, Ze jsou spravné sparované klauzule, uz okamzité vime, ze
jsou vSechny splnéné.

Ukazali jsme tedy, Ze na 3D-parovani lze prevést 3,3-SAT, a tedy i obecny SAT.
Prevod v opa¢ném sméru ponechame jako cviceni, mizete ho provést podobné, jako
jsme na SAT prevadéli nezdvislou mnozinu.

Jak je vidét z nasledujiciho schématu, ukéazali jsme, ze vsechny problémy, které
jsme zkoumali, jsou navzajem prevoditelné.

Nezavisla
mnozina

KliJka 3D-parovani

Obr. 1.6: Problémy a pfevody mezi nimi

Cviéeni:

1. Vrcholové pokryti grafu je mnozina vrcholi, ktera obsahuje alespoii jeden vrchol
z kazdé hrany. (Chceme na k¥izovatky rozmistit strazniky tak, aby kazdou ulici
alespoti jeden hlidal.) Ukazte vzajemné pfevody mezi problém nezévislé mnoziny
a problémem , Existuje vrcholové pokryti velikosti nejvyse k7.
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2. Zesilte nas prevod SATu na nezdvislou mnozinu tak, aby vytvarel grafy s ma-
ximalnim stupném 4.

1.2. NP-uplné problémy

Vsechny problémy, které jsme zatim zkoumali, mély jednu spole¢nou vlastnost.
Slo v nich totiZ o to, zda existuje néjaky objekt. Napiiklad spliiujici ohodnoceni
formule nebo klika v grafu. Kdykoliv nam pritom nékdo takovy objekt ukaze, umime
snadno ovérit, ze ma pozadovanou vlastnost. Ovsem najit ho uz tak snadné neni.
Podobné se chovaji i mnohé dalsi ,vyhleddvaci problémy*, pojdme se na né tedy
podivat obecnéji.

Definice: P je t¥ida® rozhodovacich problémi, které jsou fesitelné v polynomialnim
case. Jinak feCeno, problém L lezi v P pravé tehdy, kdyz existuje néjaky algoritmus A
a polynom f takové, Ze pro kazdy vstup x algoritmus A dobé&hne v ¢ase nejvyse f(|z|)
a vyda vysledek A(x) = L(z).

TFida P tedy zachycuje nasi pfedstavu o efektivné fesitelnych problémech. Nyni
definujeme t¥idu NP, kterd bude odpovidat nasi predstavé vyhledavacich problémn.

Definice: NP je tfida rozhodovacich problémi, v niZz problém L lezi pravé tehdy,
pokud existuje néjaky problém K € P a polynom g, pfi¢emz pro kazdy vstup =z
je L(z) = 1 pravé tehdy, pokud pro néjaky fetézec y délky nejvyse g(|z|) plati
K(z,y) =19

Co to znamena? Algoritmus K fesi problém L, ale kromé vstupu x ma k dis-
musi existovat alespon jedna napovéda, kterou algoritmus K schvali. Pokud ovSem
L(z) = 0, nesmi ho pfesvéd¢it zadna nédpovéda.

Jinymi slovy y je jakysi certifikdt, ktery stvrzuje kladnou odpovéd, a problém K
ma4 za kol certifikaty kontrolovat. Pro kladnou odpovéd musi existovat alespon jeden
schvaleny certifikat, pro zapornou musi byt vSechny certifikaty odmitnuty.

Pozorovani: Splnitelnost logickych formuli je v NP. Staéi si totiz nechat napovédét,
jak ohodnotit jednotlivé proménné, a pak oveérit, je-li formule splnéna. Napovéda je
polynomiélné velkd (dokonce linedrné), splnéni zkontrolujeme také v linedrnim case.
Podobné to muzeme to dokazat i o ostatnich rozhodovacich problémech, se kterymi
jsme se zatim potkali.

Pozorovani: Tiida P lezi uvnit¥ NP. Pokud totiz problém umime feSit v polynomi-
alnim case bez napovédy, tak to zvladneme v polynomialnim case i s napovédou.
Algoritmus K tedy bude ignorovat nadpovédy a odpovéd spocita piimo ze vstupu.

(5) Formalné vzato je to mnozina, ale v teorii sloZitosti se pro mnoziny problémi
vzil nézev tridy.

{6) Rozhodovaci problémy maji na vstupu Fetézec biti. Tak jaképak x,y? Mame
samoziejmé na mysli néjaké binarni kédovani této dvojice.
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Otazka: Jsou t¥idy P a NP rizné? Na to se teoreticti informatici snazi odpovédét uz
od 70. let minulého stoleti a postupné se z toto stal asi viibec nejslavnéjsi otevieny
problém informatiky.

Napriklad o zddném z nasich problému nevime, zda se nachazi v P. Brzy uvi-

v

Definice: Problém L nazveme NP-t¢Zky, je-li na néj prevoditelny kazdy problém
z NP. Pokud navic L € NP, budeme fikat, Ze je NP-uplny.

vV

NP-uplné problémy jsou tedy nejtézsimi problémy v NP, aspoii v nasem uspo-
rfadani prevoditelnosti.
Lemma: Pokud néjaky NP-tézky problém L lezi v P, pak P = NP.

Dikaz: Jiz vime, ze P C NP, takze sta¢i dokazat opacnou nerovnost. Vezméme
libovolny problém A € NP. Z uplnosti problému L vime, ze A lze prevést na L.
Ovsem problémy prevoditelné na néco z P jsou samy také v P. O

Z definice NP-tplnosti ale viibec neni jasné, Ze néjaky NP-tuplny problém do-
opravdy existuje. Odpovéd je prekvapiva:

Véta (Cookova): SAT je NP-tplny.

Diikaz této véty je znacné technicky a alespon v hrubych rysech ho predvedeme
v zavéru teto kapitoly. Jakmile ale mame jeden NP-tuplny problém, mizeme velice
snadno dokazovat i NP-tiplnost dalsich:

Lemma: Méjme dva problémy L, M € NP. Pokud L je NP-tplny a L — M, pak M
je také NP-uplny.

Diikaz: Jelikoz M lezi v NP, staci o ném dokazat, ze je NP-tézky, tedy Ze na néj lze
prevést libovolny problém z NP. Uvazme tedy néjaky problém @ € NP. Jelikoz L

je NP-Uplny, musi platit Q — L. Pfevoditelnost je ovSem tranzitivni, takze z Q — L
a L — M plyne Q — M. O

Dusledek: Cokoliv, na co jsme uméli prevést SAT, je také NP-uplné. Napriklad ne-
zavisld mnozina, rizné varianty SATu, klika v grafu ...

Dva mozné svéty: Jestli je P = NP nevime a nejspis jesté dlouho nebudeme védét.
Nechme se ale na chvili unaset fantazii a zkusme si predstavit, jak by vypadaly svéty,
v nichz plati jedna nebo druha moznost:

e P = NP - to je na prvni pohled idylicky svét, v némz jde kazdy
vyhledavaci problém vytesit v polynomidlnim case, nejspis tedy i
prakticky efektivné. M4 to i své stinné stranky: napriklad jsme pfi-
8li o veskeré efektivni Sifrovani — rozmyslete si, ze pokud umime
vypocitat néjakou funkci v polynomidlnim case, umime efektivné
spocitat i jeji inverzi.

® P # NP - tehdy jsou P a NP-tplné dvé disjunktni t¥idy. SAT a
ostatni NP-tuplné problémy nejsou feSitelné v polynomialnim case.
Je ale stale mozné, ze aspor na nékteré z nich existuji prakticky po-
uzitelné algoritmy, tfeba o slozitosti ©((1+¢)") nebo O (n'o&n/100),
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Vi se, ze tiida NP by pak obsahovala i problémy, které lezi , mezi“
P a NP-uplnymi.

Katalog NP-uplnych problému

Pokud se setkdme s problémem, ktery neumime zafadit do P, hodi se vyzkouset,
zda je NP-tplny. K tomu se hodi mit alespon zakladni zdsobu ,u¢ebnicovych“ NP-
aplnych problémi, abychom si mohli vybrat, z ¢eho prevadét. Ukazeme tedy katalog
nékolika nejbéznéjsich NP-tuplnych problémi. O nékterych jsme to dokazali béhem
této kapitoly, u ostatnich alespon naznacime, jak na né.

® Logickeé:

e SAT (splnitelnost logickych formuli v CNF)

e 3-SAT (kazd4 klauzule obsahuje max. 3 literdly)

e 3.3-SAT (a navic kazd4 proménnd se vyskytuje nejvyse 3x)

e SAT pro obecné formule (nejen CNF; ukdzeme nize)

e Obvodovy SAT (misto formule booleovsky obvod; viz nize)

® Grafove:

e Nezavisld mnozina (existuje mnozina alespon k vrcholu ta-
kové, ze zddné dva nejsou propojeny hranou?)

¢ Klika (existuje tplny podgraf na k vrcholech?)

e 3D-parovani (tfi mnoziny se zadanymi trojicemi, existuje
takovd mnozina disjunktnich trojic, ve které jsou vSechny
prvky pravé jednou?)

e Barveni grafu (lze obarvit vrcholy k barvami tak, aby vr-
choly stejné barvy nebyly nikdy spojeny hranou? NP-tplné
uz pro k = 3)

e Hamiltonovska cesta (cesta obsahujici vSechny vrcholy)

e Hamiltonovskd kruznice (opét obsahuje vSechny vrcholy)

o (iselné:

e Batoh (nejjednodussi verze: ma dand mnozina ¢isel pod-

mnozinu s danym sou¢tem?)

e Batoh — optimalizace (podobné jako u pfedchoziho problé-
mu, ale misto mnoziny ¢isel mame mnozinu pfedméti s va-
hami a cenami, chceme co nejdrazsi podmnozinu, jejiz vaha
nepfesdhne zadanou kapacitu batohu)

e Dva loupeznici (lze rozdélit danou mnozinu éisel na dvé
podmnoziny se stejnym souctem?)

¢ Ax = b (soustava celo¢iselnych linedrnich rovnic; je dé-
na matice A € {0,1}*" a vektor b € {0,1}", existuje
vektor x € {0,1}" takovy, ze Ax = b?)
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Naznak dukazu Cookovy véty

Zbyva dokazat Cookovu vétu. Technické detaily si odpustime, ale aspon nacrt-
neme zakladni myslenku dikazu.

Potiebujeme tedy dokéazat, ze SAT je NP-Uplny, a to z definice. Ukazeme to
ale nejprve pro jiny problém, pro takzvany obvodovy SAT. V ném méme na vstupu
booleovsky obvod (hradlovou sit) s jednim vystupem a ptame se, zda ji miZeme
privést na vstupy takové hodnoty, aby vydala vysledek 1.

To je obecn&jsi nez SAT pro formule (dokonce i neomezime-li formule na CNF),
protoze kazdou formuli mtizeme pfelozit na linedrné velky obvod. (Plati i opacné,
ze kazdému obvodu s jednim vystupem miizeme piifadit ekvivalentni formuli, ale ta
miZe byt az exponenciilné velk4.)

Nejprve tedy dokazeme NP-uplnost obvodového SATu a pak ho prevedeme na
oby¢ejny SAT v CNF. Tim bude diikkaz Cookovy véty hotovy. Za¢néme lemmatem,
v némz bude koncentrovano vse technické.

Lemma: Necht L je problém lezici v P. Potom existuje polynom p a algoritmus, ktery
pro kazdé n sestroji v ¢ase p(n) hradlovou sit B,, s n vstupy a jednim vystupem,
ktera fesi L. Tedy pro vSechny Fetézce x musi platit B, (z) = L(z).

Diikaz: Naznakem. Na zékladé zkuSenosti z Principti poéitact intuitivné chapeme
pocitace jako néjaké slozité booleovské obvody, jejichz stav se méni v ¢ase. Uvazme
tedy néjaky problém L € P a polynomidlni algoritmus, ktery ho fesi. Pro vstup ve-
likosti n algoritmus dob&hne v ¢ase T polynomidlnim v n a spotiebuje O(T") bunék
paméti. Sta¢i ndm tedy ,poéita¢ s paméti velkou O(T)“, coz je néjaky booleovsky
obvod velikosti polynomialni v 7', a tedy i v n. Vyvoj v Case oSetfime tak, ze sestro-
jime T kopii tohoto obvodu, kazdéa z nich bude odpovidat jednomu kroku vypoctu
a bude propojena s ,minulou“ a ,budouci“ kopii. Tim sestrojime booleovsky ob-
vod, ktery bude Tesit problém L pro vstupy velikosti n a bude polynomialné velky
vzhledem k n.

Ekvivalentni definice NP: Pro dikaz nésledujici véty si dovolime drobnou tpravu
v definici tfidy NP. Budeme chtit, aby napovéda méla pevnou velikost, zavislou
pouze na velikosti vstupu (tedy: |y| = ¢(|z|) namisto |y| < g(|z])). Pro¢ je takova
Uprava bez Ujmy na obecnosti? Stac¢i puvodni napovédu doplnit na pozadovanou
délku néjakymi ,mezerami“, které budeme pii ovérovani napovédy ignorovat.
Véta: Obvodovy SAT je NP-uplny.

Dikaz: Obvodovy SAT evidentné lezi v NP — sta¢i si nechat poradit vstup, sit
topologicky setfidit a v tomto poradi pocitat hodnoty hradel.

Méjme nyni néjaky problém L z NP, o némz chceme dokazat, Ze se da prevést
na obvodovy SAT. Kdyz ndm nékdo pfedlozi néjaky vstup = délky n, spocitame
velikost nédpovédy g(n). Vime, Ze algoritmus K, ktery kontroluje, zda napovéda
je spravné, je v P. Vyuzijeme predchozi lemma, abychom ziskali obvod, ktery pro
konkrétni velikost vstupu n pocita to, co kontrolni algoritmus K. Vstupem tohoto
obvodu bude z (vstup problému L) a napovéda y. Na vystupu se dozvime, zda je
napovéda spravnda. Velikost tohoto obvodu bude ¢init p(g(n)), coz je také polynom.
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V tomto obvodu zafixujeme vstup x (na mista vstupu dosadime konkrétni hod-
noty z ). Tim ziskdme obvod, jehoZ vstup je jen y, a chceme zjistit, zda za y miZzeme
dosadit néjaké hodnoty tak, aby na vystupu bylo true. Jinymi slovy, ptame se, zda
je tento obvod splnitelny.

Ukézali jsme tedy, ze pro libovolny problém z NP dokdZeme sestrojit funkci,
kterda pro kazdy vstup x v polynomidlnim case vytvori obvod, jenz je splnitelny
pravé tehdy, kdyZ odpovéd tohoto problému na vstup x ma byt kladnd. To je presné
prevod z daného problému na obvodovy SAT. O

Lemma: Obvodovy SAT se d4 prevést na 3-SAT.

Diikaz: Budeme postupné budovat formuli v konjunktivni normalni formé. Kazdy
booleovsky obvod se da v polynomialnim ¢ase prevést na ekvivalentni obvod, ve kte-
rém se vyskytuji jen hradla AND a NOT, takze staci najit klauzule odpovidajici témto
hradlim. Pro kazdé hradlo v obvodu zavedeme novou proménnou popisujici jeho
vystup. Pridame klauzule, které ndm kontroluji, Ze toto hradlo médme ohodnocené
konzistentné.

Prevod hradla NOT: Na vstupu hradla budeme mit néjakou proménnou z (ktera
prisla budto pfimo ze vstupu celého obvodu, nebo je to proménné, kterd vznikla na
vystupu néjakého hradla) a na vystupu proménnou y. Pfidame klauzule, které ndm
zaruci, ze jedna proménna bude negaci té druhé:

lx

-

»

Prevod hradla AND: Hradlo ma vstupy x,y a vystup z. Potfebujeme pfidat
klauzule, které ndm popisuji, jak se ma hradlo AND chovat. Tyto vztahy pfepiseme
do konjunktivni normélni formy:

(z Vy),
(—z V).

x|y
r&y=z (zV -z V-y)

- = -z (mz V) u
-y = 1z (mzVy)

z

Tim v polynomidlnim ¢ase vytvorime formuli, ktera je splnitelna pravé tehdy,
je-li splnitelny zadany obvod. Ve spliiujicim ohodnoceni formule bude obsazeno jak
splnujici ohodnoceni obvodu, tak vystupy vSech hradel obvodu. O
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Poznamka: Tim jsme také odpovédéli na otédzku, kterou jsme si kladli pfi zavadéni
SATu, tedy zda omezenim na CNF o néco pfijdeme. Ted uz vime, Ze neptijdeme —
libovolna booleovské formule se d4 pfimocare prevést na obvod a ten zase na formuli
v CNF. Zavadime sice nové proménné, ale nova formule je splnitelnd pravé tehdy,
kdy ta ptuvodni.

Cviceni:

1. Dokazte NP-tiplnost problému Ax = b z katalogu.

2* Dokazte NP-uplnost problému barveni grafu z katalogu.

3. Ukazte, Ze barveni grafu jednou nebo dvéma barvami je snadné.
4. Pfevedte batoh na dva loupezniky a opacéné.

5. Dokazte NP-tplnost problému batohu.
6

Pokud bychom definovali P-uplnost analogicky k NP-tuplnosti, které problémy
z P by byly P-tplné?

7* Dokazte lemma o vztahu mezi problémy z P a hradlovymi sitémi pomoci vypo-
éetniho modelu RAM.

1.3. Co si po¢it s tézkym problémem

V predchozi kapitole jsme zjistili, Ze leckteré rozhodovaci problémy jsou NP-
aplné. Z toho plyne, ze jsou ekvivalentni, ale bohuzel také, Ze ani jeden z nich zatim
neumime vytesit v polynomialnim case.

Casto se stane, Ze problém, ktery v Zivoté potkdme, patii mezi NP-tGplné. Pies-
néji feceno spis nez s rozhodovacim problémem se potkame s problémem optimali-
zacnim, ve kterém jde o nalezeni nejlepsiho objektu s danou vlastnosti. To muze byt
tfeba nejvétsi nezavisla mnozina v grafu nebo obarveni grafu nejmensim moZnym
poctem barev. Kdybychom umeéli efektivné fesit optimalizacni problém, umime sa-
moziejmé Tesit 1 prislusny rozhodovaci, takze pokud P # NP, jsou i optimaliza¢ni
problémy tézké.

Ale co naplat, svét ndm takové tlohy predkldda a my je potfebujeme vyfesit.
Nastésti situace neni zase tak beznadéjna. Nabizeji se tyto moznosti, co si pocit:

1. Spokojit se s malem. Nejsou vstupy, pro které problém potfebujeme
fesit, dostatecné malé, abychom si mohli dovolit pouzit algoritmus
s exponencialni slozitosti? Zv1ast kdyz takovy algoritmus vylepsime
profezavanim neperspektivnich vétvi vypoctu a tfeba ho i paraleli-
zujeme.

2. Vyresit specidlni pripad. Nemaji nase vstupy néjaky specidlni tvar,
kterého bychom mohli vyuzit? Grafové problémy jsou casto v P
tfeba pro stromy nebo i obecnéji pro bipartitni grafy. U ¢iselnych
problémt zase nékdy pomize, jsou-li ¢isla na vstupu dostatecné
mala.

16 2014-01-28



3. Reseni aprozimovat. Opravdu potfebujeme optimélni Feseni? Ne-
stadilo by nam o kousicek horsi? Casto existuje polynomialni algo-
ritmus, ktery nalezne nejhiife c-krat horsi feseni nez je optimum,
kde c je konstanta.

4. PouZzit heuristiku. Neumime-li nic lepsiho, mtzeme sdhnout po né-
které z mnoha heuristickych technik, které sice nic nezarucuji, ale
obvykle néjaké uspokojivé feseni najdou. Mtize pomoci tieba hla-
dovy algoritmus nebo genetické algoritmy. Casto plati, ze ¢im déle
heuristiku nechame bézet, tim lepsi feseni najde.

5. Kombinace pristupi. Mnohdy lze predchozi pristupy kombinovat:
napiiklad pouzit aproximacni algoritmus a poté jeho vysledek jesté
heuristicky vylepsovat. Tak ziskame feSeni, které od optima zaru-
¢ené neni moc daleko, a pokud budeme mit $tésti, bude se od néj
lisit jen velmi maélo.

Nyni si nékteré z téchto technik predvedeme na konkrétnich prikladech.
Nejvétsi nezavisla mnoZina ve stromu

Ukazeme, ze hledani nejvetsi nezavislé mnoziny je snadné, pokud graf je strom.
Lemma: Bud T zakofenény strom a £ jeho libovolny list. Pak alespon jedna z nej-
vétsich nezavislych mnozin obsahuje £.

Diikaz: Méjme nejvétsi nezavislou mnozinu M, ktera list £ neobsahuje. Podivejme se
na otce p listu £ (kdyby neexistoval, je cely strom jednovrcholovy a tvrzeni trividlni).
Lezi p v.M? Pokud ne, mohli bychom do M pridat list ¢ a dostali bychom vétsi
nezévislou mnozinu. V opaéném piipadé z M odebereme otce p a nahradime ho
listem ¢, ¢imZ dostaneme stejné velkou nezavislou mnozinu obsahujici £. (|

Algoritmus bude pfimocarie pouzivat toto lemma. Dostane na vstupu strom,
ten zakofeni a zvoli libovolny list. Tento list umisti do nezavislé mnoziny a jeho
otce odebere, protoze se nemize v nezavislé mnoziné vyskytovat. Toto bude opa-
kovat, dokud néjaké vrcholy zbyvaji. (Graf se v pribéhu miZe rozpadnout na vice
komponent, ale to nevadi.)

Tento algoritmus jisté pracuje v polynomialnim ¢ase. Sikovnou implementaci
muzeme slozitost snizit az na linedrni. Naptiklad tak, ze budeme udrzovat seznam lis-
t. My si ukdzeme jinou linearni implementaci zalozenou na prohledavani do hloubky.
Bude pracovat s polem znacek M, v némz na pocatku bude vSude false a postupné
obdrzi true vSechny prvky hledané nezavislé mnoziny.

Algoritmus NZMNAVESTROMU
Vstup: Strom T s kofenem v, pole znacek M.

[

M{v] + true.

Pokud je v list, skon¢ime.

Pro vSechny syny w vrcholu v:
Zavolame se rekurzivné na podstrom s kofenem w.
Pokud M[w] = true, polozime M|v] + false.

L
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Barveni intervalového grafu

Méjme n prednasek s urcenymi casy zacatku a konce. Chceme je rozvrhnout do
co nejmensiho pocétu posluchéren tak, aby nikdy neprobihaly dvé prednasky naréz
v jedné mistnosti.

Chceme tedy obarvit co nejmensim poc¢tem barev graf, jehoz vrcholy jsou ca-
sové intervaly a dvojice intervall je spojena hranou, pokud mé neprizdny prunik.
Takovym grafiim se fika intervalové a pro jejich barveni existuje pékny polynomialni
algoritmus.

Podobné jako jsme geometrické problémy fesili zametanim roviny, zde budeme
y,zametat pfimku bodem*, tedy prochézet ji zleva doprava, a vSimat si udélosti,
coz budou zacatky a konce intervald. Pro jednoduchost predpokladejme, ze vSechny
soufadnice zac¢atkl a konct jsou navzajem rtzné.

Kdykoliv interval za¢ne, pfidélime mu barvu. AZ skonéi, o barvé si pozname-
name, ze je momentalné volna, a dalsim intervalim budeme prednostné pridélovat
volné barvy. Receno v pseudokédu:

Algoritmus BARVENIINTERVALU
Vstup: Intervaly [z1,y1], ..., [Tn, Yn]-

1. b+ 0 (pocet zatim pouzitych barev)
B <+ ( (které barvy jsou momentalné volné)
Setfidime mnozinu vsech z; a y;.
Prochéazime vSechna x; a y; ve vzestupném poradi:
Narazime-li na z;:
Je-li B # ), odebereme jednu barvu z B a uloZzime ji do ¢;.
Jinak b« b+ 1ac; + b.
Narazime-li na y;:
9. Vratime barvu ¢; do B.
Vystup: Obarveni ¢y, ..., cp,.

X NSO W

Analyza: Tento algoritmus mé ¢asovou slozitost O(nlogn) kvili t¥idéni soufadnic.
Samotné obarvovani je linearni.

Jesté ovSsem potifebujeme dokazat, ze jsme pouzili minimalni mozny pocet ba-
rev. Uvazujme okamzik, kdy proménné b naposledy vzrostla. Tehdy zacal interval
a mnozina B byla prazdna, coz znamend, ze jsme b — 1 ptfedchozich barev museli
pridélit intervaliim, jez zacaly a dosud neskondily. Existuje tedy b rtiznych interva-
1, které maji spoleény bod (v grafu tvoii kliku), takze kazdé obarveni potiebuje
alespon b barev.

Problém batohu s malymi é&isly

Pripomenme si problém batohu. Jeho optimaliza¢ni verze vypada takto: Je dana
mnozina n predmétd s hmotnostmi hq,...,h, a cenami cy,...,c, a nosnost bato-
hu H. Hleddme podmnozinu pfedmétt P C {1,...,n}, kterd se vejde do batohu
(tedy h(P) =3 ,cphi < H) ajeji cena ¢(P) = ), p ¢; je nejvétsi mozna.
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Ukazeme algoritmus, jehoz casova slozitost bude polynomidlni v poctu pred-
métl n a souctu viech cen C' =) ¢;.

Pouzijeme dynamické programovani. Pfedstavme si problém omezeny na prv-
nich k& pfedméti. Oznaéme Ai(c) (kde 0 < ¢ < () minimum z hmotnosti téch
podmnozin jejichz cena je pravé c; pokud zadné takova podmnozina neexistuje, po-
lozime Ag(c) = 0.

Tato Ay spoc¢teme indukci podle k: Pro k = 0 je uréité Ag(0) = 0 a Ag(1) =
... = Ao(C) = co. Pokud jiz zndme Aj,_1, spo¢itdme Ay nasledovné: A (c) odpovida
né&jaké podmnoziné predméttiz 1,. .., k. V této podmnoziné jsme budto k-ty predmét
nepouzili, a pak je Ap(c) = Ag_1(c), nebo pouzili, a tehdy bude Ag(c) = Ag_1(c —
¢k) + i (to samozfejmé jen pokud ¢ > ¢). Z téchto dvou moznosti si vybereme tu,
ktera dava mnozinu s mensi hmotnosti:

Ap(c) = min(Ag_1(c), Ag—1(c — ck) + hg).

Pfechod od Ai_1 k Ay tedy trvd O(C), od A; az k A, se dopocitame v ¢ase O(Cn).

Jakmile ziskdme A,,, zname pro kazdou cenu pfislusnou nejlehéi podmnozinu.
Maximéalni cena mnoziny, kterd se vejde do batohu, je tedy nejvétsi ¢*, pro néz je
Ay (c*) < H. Jeho nalezeni nas stoji ¢as O(C).

Zbyva zjistit, které predméty do nalezené mnoziny patii. Upravime algoritmus,
aby si pro kazdé Ay (c) pamatoval je§té By(c), coZz bude index posledniho pfedmétu,
ktery jsme do pfislusné mnoziny pfidali. Pro nalezené ¢* tedy bude i = B, (c*)
posledni pfedmét v nalezené mnozing, i’ = B;_1(¢* —¢;) ten pfedposledni a tak déale.
Takto v ¢ase O(n) rekonstruujeme celou mnozinu od posledniho prvku k prvnimu.

Maéme tedy algoritmus, ktery vyfesi problém batohu v ¢ase O(nC). Tato funkce
ovSem neni polynomem ve velikosti vstupu, jelikoZ reprezentujeme-li vstup binarné,
C muze byt az exponencialné velké vzhledem k délce jeho zapisu. To je pékny piiklad
tzv. pseudopolynomidlniho algoritmu, tedy algoritmu, jehoz slozitost je polynomem
v poctu ¢isel na vstupu a jejich velikosti. Pro nékteré NP-tplné problémy takové
algoritmy existuji, pro jiné (napf. pro nezavislou mnozinu) by z jejich existence
plynulo P = NP.

Verze bez cen: Jednodussi verzi problému batohu, ktera nerozlisuje mezi hmotnostmi
a cenami, zvladneme i jinym algoritmem, opét zalozenym na dynamickém progra-
movani.

Indukci podle k vytvaiime mnoziny Zj obsahujici vSsechny hmotnosti mensi
nez H, kterych nabyva néjakd podmnozina prvnich k prvka. Jisté je Zy = {0}. Po-
dobnou uvahou jako v predchozim algoritmu dostaneme, ze kazdou dalsi Z; mizeme
zapsat jako sjednoceni Zj_1 s kopii Z;_1 posunutou o hy, ignorujice hodnoty vétsi
nez H. Nakonec ze Z,, vy¢teme vysledek.

Vsechny mnoziny pfitom maji nejvyse H + 1 prvkd, takze pokud si je budeme
udrzovat jako setfidéné seznamy, spocitdme sjednoceni slévanim v ¢ase O(H) a cely
algoritmus dobé&hne v ¢ase O(Hn).
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Aproximace problému obchodniho cestujiciho

V problému obchodniho cestujicitho je zadan neorientovany graf G, jehoz hrany
jsou ohodnoceny délkami ¢(e) > 0. V tomto grafu chceme nalézt nejkratsi z hamil-
tonovskych kruznic, tedy téch, které navstivi vSechny vrcholy.

Neni prekvapivé, ze tento problém je tézky — uz sama existence hamiltonovské
kruznice je NP-tplna. Ukazeme ovSem, ze pokud je graf iplny a plati v ném troja-
helnikova nerovnost (tj. £(x, z) < £(z,y)+£(y, z) pro vSechny trojice vrchold z,y, z),
muzeme problém obchodniho cestujiciho 2-aproximovat, tedy najit v polynomialnim
case kruznici, kterda je prinejhorsim dvakrat delsi nez ta optimélni.

Grafy s trojuhelnikovou nerovnosti pritom nejsou nijak neobvyklé — odpovidaji
totiz kone¢nym metrickym prostortm.

Algoritmus bude snadny: Najdeme nejmensi kostru a obchodnimu cestujicimu
poradime, at ji obejde. To miiZzeme popsat napiiklad tak, Ze kostru zakofenime,
prohledame ji do hloubky a zaznamename, jak jsme prochézeli hranami. Kazdou
hranou kostry pfitom projdeme dvakrat — jednou dolti, podruhé nahoru. Tim vsSak
nedostaneme kruznici, nybrz jen néjaky uzavieny sled, protoze vrcholy navstévujeme
vicekrat. Sled tedy upravime tak, ze kdykoliv se dostava do jiz navstiveného vrcholu,
preskoc¢i ho a presune se az do nejblizsiho dalstho nenavstiveného. Tim ze sledu
vytvorime hamiltonovskou kruznici a jelikoz v grafu plati trojuhelnikova nerovnost,
celkovd délka nevzrostla. (Pofadi vrchold na kruznici mtZeme ziskat také tak, Ze
béhem prohledavani budeme vypisovat vrcholy v preorderu. Rozmyslete si, zZe je
totéz.)

Véta: Nalezena kruznice neni delsi nez dvojnasobek optima.

Diikaz: Ozna¢me T délku minimalni kostry, A délku kruznice vydané nasim algo-
ritmem a O (optimum) délku nejkratsi hamiltonovské kruznice. Z toho, jak jsme
kruznici vytvorili, vime, ze A < 2T. Plati ovSem také T' < O, jelikoz z kazdé ha-
miltonovské kruznice vznikne vynechanim hrany kostra a ta nemutze byt mensi nez
miniméalni kostra. Slozenim obou nerovnosti ziskdme A < 2T < 20. O

Sestrojili jsme tedy 2-aproximacni algoritmus pro problém obchodniho cestuji-
a Ze v nékterych metrickych prostorech (t¥eba v euklidovské roving) lze v polyno-
midlnim ¢ase najit (1 4 ¢)-aproximaci pro libovolné £ > 0. OvSem ¢im mensi €, tim
déle algoritmus pobézi.

Trojihelnikova nerovnost nicméné byla pro tento algoritmus naprosto nezbyt-

na. To neni ndhoda — hned dokazeme, ze bez tohoto predpokladu je libovolna apro-
ximace stejné tézka jako presné reseni.
Véta: Pokud pro néjaké realné ¢ > 1 existuje polynomialni t-aproximac¢ni algoritmus
pro problém obchodniho cestujicitho bez trojihelnikové nerovnosti, pak je P = NP.
Diikaz: Ukazeme, ze pomoci takového aproximacniho algoritmu dokazeme v polyno-
mialnim case zjistit, zda v grafu existuje hamiltonovska kruznice, coz je NP-tuplny
problém.

20 2014-01-28



Dostali jsme graf G, ve kterém hleddme hamiltonovskou kruznici (zkricené
HK). Doplnime G na tplny graf G’. Vem piivodnim hrandm nastavime délku na 1,
tém novym na néjaké dost velké ¢islo c. Kolik to bude, ur¢ime za chvili.

Graf G’ je Uplny, takZe v ném urcité néjaké HK existuji. Ty, které se vyskytuji
i v puvodnim grafu G, maji délku presné n. Jakmile ale pouzijeme jedinou hranu,
ktera z G nepochazi, vzroste délka kruznice alesponi na n — 1 + c.

Podle délky nejkratsi HK tedy dokdzeme rozpoznat, zda existuje HK v G.
Potfebujeme ovsem zjistit i pies zkresleni zptsobené aproximaci. Musi tedy platit
tn < n — 1+ c¢. To snadno zajistime volbou hodnoty ¢ vétsi nez (t — 1)n + 1.

Nase konstrukce pridala polynomialné mnoho hran s polynomialné velkym
ohodnocenim, takze graf G’ je polynomidlné velky vzhledem ke G. Rozhodujeme
tedy existenci HK v polynomialnim case a P = NP. O

Poznamka: Podobné mtzeme dokazat, Zze pokud P # NP, neexistuje pro problém
obchodniho cestujiciho ani pseudopolynomialni algoritmus. Stac¢i pivodnim hranam
prifadit délku 1 a novym délku 2.

Aproximaéni schéma pro problém batohu

Jiz vime, jak optimaliza¢ni verzi problému batohu vyfesit v ¢ase O(nC), po-
kud jsou hmotnosti i ceny na vstupu pfirozena ¢isla a C' je soucet vSech cen. Jak si
poradit, pokud je C obrovské? Kdybychom meéli stésti a vSechny ceny byly nasobky
néjakého ¢isla p, mohli bychom je timto ¢islem vydélit. Tak bychom dostali zada-
ni s mensimi ¢isly, jehoz feSenim by byla stejnd mnozina predméti jako u zadani
ptvodniho.

KdyZ nam stésti prat nebude, mizeme presto zkusit ceny vydélit a vysledky
néjak zaokrouhlit. Optimalni feseni nové tlohy pak sice nemusi odpovidat optimal-
nimu feSeni té puvodni, ale kdyZ nastavime parametry spravné, bude alespon jeho
dobrou aproximaci.

Zakladni myslenka: Oznadime ¢, maximum z cen ¢;. Zvolime néjaké prirozené
¢islo M < Cpax a zobrazime interval cen [0, cpax] na {0,..., M} (tedy kazdou ce-
nu znasobime pomérem M /cpax & zaokrouhlime). Jak jsme tim zkreslili vysledek?
Vsimnéme si, ze efekt je stejny, jako kdybychom jednotlivé ceny zaokrouhlili na na-
sobky ¢isla ¢max/M (prvky z intervalu [i - emax/M, (i + 1) - ¢max/M) se zobrazi na
stejny prvek). Kazdé ¢; jsme tim tedy zménili o nejvyse cmax/M, celkovou cenu li-
bovolné podmnoziny pfedmétti pak nejvyse o n - ¢pax/M. Navic odstranime-li ze
vstupu predmeéty, které se samy nevejdou do batohu, ma optimalni feseni ptvodni
tlohy cenu ¢* > ¢pax, takZe chyba nasi aproximace nepfesahne n - ¢*/M. Ma-li tato
chyba byt shora omezena ¢ - ¢*, musime zvolit M > n/e.

Na této myslence ,kvantovani cen“ je zalozen nasledujici algoritmus.
Algoritmus APROXIMACEBATOHU

1. Odstranime ze vstupu vSechny predméty tézsi nez H.
2. Spocitdme Cpax = max; ¢; a zvolime M = [n/e].
3. Kvantujeme ceny: Pro i =1,...,n poloZime ¢&; < |¢; - M/cmax]-
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4. VytesSime dynamickym programovanim problém batohu pro uprave-
né ceny ¢1,...,C, a puvodni hmotnosti i kapacitu batohu.

5. Vybereme stejné predméty, jaké pouzilo optimalni feseni kvantova-
ného zadani.

Analyza: Kroky 1-3 a 5 jisté zvladneme v ¢ase O(n). Krok 4 fesi problém batohu
se souctem cen C' < nM = O(n2/e), coz stihne v éase O(nC) = O(n3/e). Zbyva
dokazat, ze vysledek naseho algoritmu méa opravdu relativni chybu nejvyse €.

Oznac¢me P mnozinu pfedmétt pouzitych v optimalnim Feseni ptivodni tlohy
a ¢(P) cenu tohoto FeSeni. Podobné @) bude mnozina pfedméti v optimalnim FeSeni
nakvantované tlohy a é(Q) jeho hodnota v nakvantovanych cenéch. Pot¥ebujeme
odhadnout ohodnoceni mnoziny @ v puvodnich cenach, tedy ¢(Q), a srovnat ho
s ¢(P).

Nejprve ukazeme, jakou cenu mé optimalni feSeni P ptivodni ulohy v nakvan-

tovanych cenéch:
M M
J2 5 (e 1)z

é(P):Zéi:Z{ci-

c c
iep iepP max iep max
M M
> g ¢i+—— | —n=c(P) —-n
ZEP Cmax Cmax

Nyni naopak spocitejme, jak dopadne optimalni Feseni () nakvantovaného problému
pfi pfepoétu na pivodni ceny (to je vysledek naseho algoritmu):

A cmax A cmax A~ Cmax A Cmax
Q=D > & =< c> T Q) 2 Up)
1€Q 1€EQ 4

Posledni nerovnost plati proto, ze ¢(Q) je optimalni feSeni kvantované ulohy, zatimco
¢(P) je né&jaké dalsi feseni téze tlohy, které nemtize byt lepsi.(”) Ted uz staéi slozit
obé nerovnosti a dosadit za M:

Q) > <(P)M - n> G

>¢(P)—ec(P)=(1—¢)-c(P).

cmax

Na prechodu mezi fadky jsme vyuzili toho, Ze kazdy predmét se vejde do batohu,
takze optimum musi byt alespon tak cenné jako nejcennéjsi z predmeétii.

Shriime, co jsme dokazali:

{7 Zde nés zachrafiuje, Ze ackoliv u obou tloh lezi optimum obecné jinde, obé&
maji stejnou mnozinu pripustnych resent, tedy téch, kterd se vejdou do batohu.
Kdybychom misto cen kvantovali hmotnosti, nebyla by to pravda a algoritmus by
nefungoval.
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Véta: Existuje algoritmus, ktery pro kazdé ¢ > 0 nalezne (1—¢)-aprozimaci problému
batohu s n predméty v case O(n?3/¢).

Dodejme jesté, ze algoritmum, které dovedou pro kazdé € > 0 najit v polynomi-
alnim Case (1 — €)-aproximaci optimélniho FeSeni, fikdme polynomidini aprozimacni
schémata (PTAS — Polynomial-Time Approximation Scheme). V nasem pfipadé je
dokonce slozitost polynomialni i v zévislosti na 1/e, takze schéma je piné polynomi-
dlni (FPTAS — Fully Polynomial-Time Approximation Scheme).

Cviéeni:
1. Popiste polynomialni algoritmus pro hledéni nejmensiho vrcholového pokryti

stromu. (To je mnozina vrcholii, kterd obsahuje alespoii jeden vrchol z kazdé
hrany.)

2* Naleznéte polynomidlni algoritmus pro hleddni nejmensiho vrcholového pokryti
bipartitniho grafu.

3. Ukazte, jak v polynomidlné najit nejvétsi nezavislou mnozinu v intervalovém
grafu.

4* Vyteste v polynomidlnim Case 2-SAT, tedy splnitelnost formuli zadanych v CNF,
jejichz klauzule obsahuji nejvyse 2 literaly.

5.  Problém E3,E3-SAT je zesilenim 3,3-SATu. Chceme zjistit splnitelnost formule
v CNF, jejiz kazda klauzule obsahuje pravé t¥i rtizné proménné a kazdd pro-
meénnd se nachazi v pravé tfech klauzulich. Ukazte, Ze tento problém lze TeSit
efektivné z toho prostého diavodu, ze kazda takova formule je splnitelna.

6. Pokusime se fesit problém dvou loupezniki hladovym algoritmem. Probirdame
predméty od nejdrazsiho k nejlevnéjsimu a kazdy dame tomu loupeznikovi, ktery
ma zrovna méné. Je nalezené feSeni optimalni?

7. Problém tii loupezniki: Je ddna mnozina pfedmétii s cenami, chceme ji rozdélit
na 3 casti o stejné cené. Navrhnéte pseudopolynomialni algoritmus.

8.  Problém MAXCUT: vrcholy zadaného grafu chceme rozdélit do dvou mnozin
tak, aby mezi mnozinami vedlo co nejvice hran. Jinymi slovy chceme nalézt
bipartitni podgraf s co nejvice hranami. Rozhodovaci verze tohoto problému je
NP-Uplna, zkuste jej v polynomiadlnim ¢ase 2-aproximovat.

9* V problému MAXE3-SAT dostaneme formuli v CNF, jejiz kazd4 klauzule ob-
sahuje pravé 3 ruzné proménné, a chceme nalézt ohodnoceni proménnych, pii
némz je splnéno co nejvice klauzuli. Rozhodovaci verze je NP-tplna. Ukazte,
%e pFi ndhodném ohodnoceni proménnych je splnéno v priméru 7/8 klauzuli.
Z toho odvodte deterministickou 7/8-aproximaci v polynomialnim case.

10. Hledejme vrcholové pokryti nasledujicim hladovym algoritmem. V kazdém kro-
ku vybereme vrchol nejvyssiho stupné, pridame ho do pokryti a odstranime ho
z grafu i se vSemi jiz pokrytymi hranami. Je nalezené pokryti nejmensi? Nebo
alespoii O(1)-aproximace nejmensiho?

11* Uvazujme nésledujici algoritmus pro nejmensi vrcholové pokryti grafu. Graf
projdeme do hloubky, do vystupu vlozime vSechny vrcholy vzniklého DF'S stro-
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mu kromé listi. Dokazte, ze vznikne vrcholové pokryti a zZe 2-aproximuje to
nejmenst.

12* V daném orientovaném grafu hleddme acyklicky podgraf s co nejvice hranami.
Navrhnéte polynomidlni 2-aproximacni algoritmus.
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