1. Randomizace

Vyhodou algoritmt je, Ze se na né mtzeme spolehnout. Jsou to dokonale deter-
ministické predpisy, které pro zadany vstup pokazdé vypocitaji tentyz vystup. Presto
miuze byt zajimavé vpustit do nich peclivé odméfené mnozstvi nahody. Ziskdme tim
takzvané pravdépodobnostni neboli randomizované algoritmy. Ty mnohdy dovedou
dospét k vysledku daleko rychleji nez jejich klasi¢ti pribuzni. Pfitom budeme stale
schopni o jejich chovani ledacos dokézat.

Randomizace nam pomuze napiiklad s vybérem pivota v algoritmech Quicksort
a Quickselect z predchozi kapitoly. Také zavedeme heSovaci tabulky — velice rychlé
datové struktury zaloZené na ndhodném rozmistovani hodnot do prihradek.

1.1. Pravdépodobnostni algoritmy

Nejprve rozsifime definici algoritmu z kapitoly o slozitosti, aby umoznovala
ndhodny vybér. Zaridime to tak, Zze do vypocetniho modelu RAM doplnime novou
instrukei X := random(Y,Z), kde X je odkaz do paméti a Y a Z budto odkazy do
paméti, nebo konstanty.

Kdykoliv stroj pri provadéni programu narazi na tuto instrukci, vygeneruje
nédhodné celé ¢islo v rozsahu od Y do Z a ulozi ho do pamétové butiky X. VSechny
hodnoty z tohoto rozsahu budou stejné pravdépodobné a volba bude nezévisla na
predchozich volanich instrukce random. Bude-li Y > Z, program skon¢i béhovou
chybou podobné, jako kdyby délil nulou.

Ponechme stranou, zda je mozné pocita¢ s ndhodnym generatorem skutecné
sestrojit. Ostatné, samu existenci nahody v nasem vesmiru nejspi$ nemizeme nijak
prokazat. Je to tedy spis otazka viry. Teoretické informatice na odpovédi nezalezi
— prosté predpoklada vypocetni model s idedlnim nahodnym generatorem, ktery
se Tidi pravidly teorie pravdépodobnosti. V praxi si pak pomizeme generatorem
pseudondhodnym, ktery generuje prakticky nepredvidatelna ¢isla. Dodejme jeste,
ze existuji i jiné modely nahodnjch generatorti, nez je nase funkce random, ale ty
ponechme do cviceni.

Algoritmtim vyuzivajicim ndhodn4 ¢isla se obvykle fika pravdépodobnostni ne-
bo randomizované. Vypocet takového algoritmu pro konkrétni vstup muze v zavislos-
ti na ndhodé trvat rtizné dlouho a dokonce muiize dospét k rtiznym vysledkiim. Doba
béhu, pripadné vysledek pak nejsou konkrétni ¢isla, ale ndhodné veliciny. U téch se
obvykle budeme ptat na stfedni hodnotu, pripadné na pravdépodobnost, ze pirekroci
urcitou mez.

Pifipomenuti teorie pravdépodobnosti

Pro analyzu randomizovanych algoritmti budeme pouzivat aparat matematické
teorie pravdépodobnosti. Zopakujme si jeji zékladni pojmy a tvrzeni. Pokud jste se
s nimi dosud nesetkali, naleznete je naptiklad v Kapitolach z diskrétni matemati-
ky [?].
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Budeme pracovat s diskrétnim pravdépodobnostnim prostorem (£, P). Ten je
tvofen nejvyse spocetnou mnozinou Q elementdrnich jevi a funkel P : Q — [0,1],
ktera elementarnim jevim prifazuje jejich pravdépodobnosti. Soucet pravdépodob-
nosti vsech elementarnich jevt je roven 1. Jev je obecné néjakda mnozina elemen-
tarnich jevi A C Q. Funkci P miiZzeme pfirozené rozsifit na vSechny jevy: P(A) =
> eca P(e). Pravdépodobnosti miizeme také piipisovat vyroktm: Prp(z)] je pravdé-
podobnost jevu daného mnozinou vSech elementérnich jevd x, pro které plati vyrok
p(x).

Pro kazdé dva jevy A a B plati P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B). Pokud
P(ANB) = P(A)-P(B), fekneme, ze A a B jsou nezdvislé. Pro vice jevii Ay, ..., Ag
rozliSujeme nezdvislost po dvou (kazdé dva jevy A; a A; jsou nezavislé) a plnou
nezdvislost (pro kazdou podmnozinu indext @ # I C {1,...,k} plati P(N;erA4;) =
Hie[ P(4)).

Ndhodné velidiny (proménné) jsou funkce z Q do redlnych ¢isel, pfifazuji tedy
realné hodnoty moznym vysledkiim pokusu. Mtzeme se ptat na pravdépodobnost, Ze
veli¢ina mé néjakou vlastnost, napiiklad Pr[X > 5]. Stfedni hodnota E[X] ndhodné
veli¢iny X je pramér vSech moznych hodnot vazeny jejich pravdépodobnostmi, tedy
Yeer T Pr[X = 2] =3 ., X(e)-P(e). Casto budeme pouzivat nasledujici vlastnost
stfedni hodnoty:

Fakt (linearita stfedni hodnoty): Necht X a Y jsou ndhodné veli¢iny a o a 3 redlna
¢isla. Potom E[aX + Y] = aE[X] + SE[Y].

Tak dlouho se chodi se dZbanem ...

Nez se pustime do pravdépodobnostni analyzy algoritmi, zacneme jednodu-
chym pfikladem: budeme chodit se dzbanem pro vodu tak dlouho, nez se utrhne
ucho. To pii kazdém pokusu nastane nadhodné s pravdépodobnosti p (0 < p < 1),
nezavisle na vysledcich pfedchozich pokust. Kolik pokust v primeéru podnikneme?

Oznac¢me T pocet kroki, po kterém dojde k utrzeni ucha. To je néjakd ndhodna
veli¢ina a nas bude zajimat jeji stfedni hodnota E[T']. Podle definice stfedni hodnoty
plati:

E[T] = Z (7 - Pr[ucho se utrhne pfi i-tém pokusu]) =

:Z(Z’-(l—p)i’l'p).

U kazdé nekonecéné fady se slusi nejprve zeptat, zda viibec konverguje. Na to ndm
kladné odpovi tfeba podilové kritérium. Nyni bychom mohli fadu poctive secist, ale
misto toho pouzijeme jednoduchy trik zaloZeny na linearité stfedni hodnoty.

V kazdém piipadé provedeme prvni pokus. Pokud se ucho utrhne (coz nasta-
ne s pravdépodobnosti p), hra kon¢i. Pokud se neutrhne (pravdépodobnost 1 — p),
dostaneme se do presné stejné situace, jako predtim — nas idealni dzban totiz neméa
Zaddnou pamét. Z toho vyjde nasledujici rovnice pro E[T:

E[T]=1+p -0+ (1—p)-E[T].
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Vyfesime-li ji, dostaneme E[T] = 1/p. (Zde jsme nicméné potfebovali védst, ze stied-
ni hodnota existuje a je kone¢na, takze ivahy o nekoneénych fadach byly nezbytné.)

Tento vysledek se nam bude ¢asto hodit, formulujme ho proto jako lemma:

Lemma (o dzbanu): Cekame-li na ndhodny jev, ktery nastane s pravdépodobnosti p,
doc¢kdme se ve stiedni hodnoté po 1/p pokusech.

Cviéeni

1.

6.

Idedlni mince: Méjme pocitaé, jehoz ndhodnym generatorem je idealni mince.
Jinymi slovy, mame instrukci random_bit, ze které na kazdé zavolani vypadne
jeden rovnomérné nédhodny bit vygenerovany nezavisle na predchozich bitech.
Jak pomoci takové funkce generovat rovnomérné nahodna prirozend ¢isla od 1
do n? Minimalizujte primérny pocet hod minci.

Ukazte, ze v predchozim cviceni nelze pocet hodt minci v nejhorsim ptipadé
nijak omezit, leda kdyby n bylo mocninou dvojky.

Michdni karet: Popiste algoritmus, ktery v linearnim c¢ase vygeneruje ndhodnou
permutaci mnoziny {1,2,...,n}.

V mnoha programovacich jazycich je k dispozici funkci random, kterd ndm vrati
rovnomeérné (pseudo)ndhodné €islo z pevné daného intervalu. Lidé ji ¢asto pou-
zivaji pro generovani ¢isel v rozsahu od 0 do n—1 tak, ze spo¢tou random mod n.
Jaky se v tom skryva hacek? Jak ho obejit?

Ndhodnd k-tice: Mame-li obrovsky soubor a chceme o ném ziskat alespon hru-
bou pfedstavu, hodi se prozkoumat ndhodnou k-tici fadkt. Vymyslete algorit-
mus, ktery ji vybere tak, aby vSechny k-tice mély stejnou pravdépodobnost.
Vstup se cely nevejde do paméti a jeho velikost ani pfedem nezname; k-tice se
do pameéti spolehlivé vejde. Zvladnete to na jediny prichod daty?

Michdni podruhé: Vasil Vasiljevi¢ michéd karty takto: pripravi si n prazdnych
prihraddek. Pak postupné umistuje ¢isla 1, ..., n do prihradek tak, ze vzdy vybere
rovnomérné nahodné piihradku a pokud v ni jiz néco je, vybird znovu. Kolik
pokust bude v primeéru potfebovat?

Lemma o dzbanu muZzeme dokazat i seCtenim uvedené nekonec¢né fady. Ta je
ostatné podobna radé, jiz jsme zkoumali pfi rozboru konstrukce haldy v oddilu
??. Zkuste to.

Predstavte si, Ze hodime 10 hracimi kostkami a poc¢ty ok se¢teme. V jakém prav-
dépodobnostnim prostoru se tento pokus odehrava? O jakou ndhodnou veli¢inu
jde? Jak stanovit jeji stfedni hodnotu?

V jakém pravdépodobnostnim prostoru se odehrava lemma o dzbanu?

1.2. Nahodny vybér pivota

U algoritmi zaloZenych na vybéru pivota (Quickselect a Quicksort) jsme spo-

léhali na to, Zze pokud budeme pivota volit ndhodné, bude se algoritmus ,chovat
dobfe.“ Nyni nastal Cas fici, co to presné znamena, a prednést diikaz.
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Mediany, skoromediany a Quickselect

Uvaha o dzbénu nadm dava jednoduchy algoritmus, pomoci kterého umime najit
skoromedian posloupnosti n prvka: Vybereme si rovnomeérné ndhodné jeden z prvka
posloupnosti; tim rovnomérné myslime tak, aby vSechny prvky mély stejnou prav-
dépodobnost. Pak ovérime, jestli vybrany prvek je skoromedidn. Pokud ne, na vse
zapomeneme a postup opakujeme.

Kolik pokust budeme potfebovat, nez algoritmus skonci? Skoromediany tvori
alespon polovinu prvku, tedy pravdépodobnost, ze se do néjakého strefime, je mi-
nimalné 1/2. Podle lemmatu o dzbénu tedy stfedni hodnota poctu pokust bude
nejvyse 2. (Pocet pokust v nejhor$im pfipadé ovSem neumime omezit nijak — pii
dostatecné smiile miZzeme stéle vybirat nejmensi prvek. To ovSem nastane s nulovou
pravdépodobnosti.)

Nyni uz snadno spocitame ¢asovou slozitost naseho algoritmu. Jeden pokus trva
O(n), stfedni hodnota poctu pokusii je O(1), takZe stfedni hodnota ¢asové sloZitosti
je ©(n). Obvykle budeme zkracené mluvit o primérné casové slozitosti.

Pokud tento vypocet skoromedidnu pouzijeme v Quickselectu, ziskame algo-
ritmus pro hledani k-tého nejmensiho prvku s primérnou slozitosti ©(n). Dobr4,
tim jsme se ale Salamounsky vyhnuli otazce, jakou primérnou slozitost méa ptvodni
Quickselect s rovnomérné ndhodnou volbou pivota.

Tu odhadneme snadno: Rozdélime béh algoritmu na fdze. Faze bude koncit
v okamziku, kdy za pivota zvolime skoromedian. Faze se sklada z kroku spocivajicich
v ndhodné volbé pivota, linearné dlouhém vypoctu a zahozeni ¢asti vstupu. Uz vime,
7e skoromedian se primérné podafi najit za dva kroky, tudiz jedna faze trva v pramé-
ru linearné dlouho. Navic si vSimneme, Ze béhem kazdé faze se vstup zmensi alespori
o ¢tvrtinu. K tomu totiz stacil samotny posledni krok, ostatni kroky mohou situaci
jediné zlepsit. Primérnou slozitost celého algoritmu pak vyjadiime jako soucet pri-
mérnych slozitosti jednotlivych fazi: ©(n) +O((3/4) -n)+O((3/4)?-n)+... = O(n).

Indikatory a Quicksort

Podivame-li se na vypocet v minulém odstavci s odstupem, vSimneme si, zZe se
opira zejména o linearitu stiedni hodnoty. Casovou slozitost celého algoritmu jsme
vyjadrili jako soucet slozitosti fazi. PFitom fazi jsme nadefinovali tak, aby se jiz
chovala dostate¢né priihledné.

Podobné muzeme analyzovat i Quicksort, jen se nam bude hodit sloZitost roz-
lozit na daleko vice veli¢in. Mimo to si v§imneme, Ze Quicksort na kazdé porovnani
provede jen O(1) dalsich operaci, takze postac¢i odhadnout pocet provedenych po-
rovnani.

O¢islujeme si prvky podle poradi v setfidéné posloupnosti yy, . . . , y,. Zavedeme
nahodné veli¢iny C;; pro 1 < i < j < n tak, aby platilo C;; = 1 praveé tehdy, kdyz bé-
hem vypoctu doslo k porovnani y; s y;. V opacném piipadé je C;; = 0. Proménnym,
které nabyvaji hodnoty 0 nebo 1 podle toho, zda néjaka udalost nastala, se obvykle
tikd indikdtory. Pocet vSech porovnani je tudiz roven souctu vsech indikatort Cj;.
(Zde vyuzivame toho, ze Quicksort tutéz dvojici neporovné vicekrét.)
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Zamysleme se nyni nad tim, kdy mize byt C;; = 1. Algoritmus porovnéava
pouze s pivotem, takZe jedna z hodnot y;, y; se tésné pfedtim musi stat pivotem.
Navic vSechny hodnoty ¥;y1,...,y;—1 se jesté pivoty stat nesmeély, jelikoz jinak by
¥i a y; uz byly rozdéleny v riznych ¢astech posloupnosti. Jinymi slovy, C;; je rovno
jedné pravé tehdy, kdyz se z hodnot y;, yi11,...,y; stane jako prvni pivotem bud
y; nebo y;. A ponévadZ pivota vybirdAme rovnomérné nahodné, mé kazdy z prvki
Yi, - - ., Y; stejnou pravdépodobnost, ze se stane pivotem jako prvni, totiz 1/(j—i+1).
Proto Cj;; = 1 nastane s pravdépodobnosti 2/(j —i + 1).

Nyni si stac¢i uvédomit, ze kdyz indikdtory nabyvaji pouze hodnot 0 a 1, je
jejich stfedni hodnota rovna pravé pravdépodobnosti jednicky, tedy také 2/(j—i+1).
Sec¢tenim pfes vSechny dvojice (i, j) pak dostaneme pro pocet vSech porovnani:

E[C]= ) j_%g%y > %.

1<i<j<n 2<d<n

Nerovnost na pravé strané plati diky tomu, ze rozdily j—i+1 se nachéazeji v intervalu
[2,n] a kazdym rozdilem pfispé&je nejvyse n riznych dvojic (i,5). Posledni suma je
tzv. harmonickd suma, kterd sec¢te na ©(logn). Jelikoz se s ni pfi analyze algoritmi
potkavame casto, vyslovime o ni samostatné lemma.

Lemma (o harmonickych ¢&islech): Pro soucet harmonické fady H, = 1/1+1/2 +
...+ 1/nplatilnn < H, <lnn+ 1.

Diikaz: Sumu odhadneme pomoci integralu
I(n) = / 1/zdz=[nz]; =lnn—Inl=Inn.
1

Sledujme obrazek [[J] Funkce I(n) vyjadiuje obsah plochy mezi kiivkou y = f(z),
osou z a svislymi pfimkami x = 1 a z = n. Soucasti této plochy je tmavé ,schodisté®,
jehoz obsah je 1-(1/2)+1-(1/3)+...+1-(1/n) = H, — 1. Proto musi platit
H, — 1< 1I(n) =lnn, coz je horni odhad z tvrzeni lemmatu.

Dolni odhad dostaneme pomoci ¢arkovaného schodisté. Jeho obsah je 1-(1/1)+
1-(1/2)+...+1-(1/(n—=1)) = H, — 1/n. Plocha méfend integralem je sou¢asti
tohoto schodisté, procez Inn = I(n) < H,, — (1/n) < H,. O

Dusledek: Stiedni hodnota ¢asové sloZitosti Quicksortu s rovnomérné ndhodnou vol-
bou pivota je O(nlogn).

Chovani na nahodném vstupu

Kdyz jsme poprvé premysleli o tom, jak volit pivota, v§imli jsme si, Ze pokud
volime pivota pevné, nas algoritmus neni odolny proti zlomyslnému uzivateli. Takovy
uzivatel mtize na vstupu zadat vychytrale sestrojenou posloupnost, ktera algoritmus
donuti vybrat v kazdém kroku pivota neSikovné, takze pobézi kvadraticky dlouho.
Tomu jsme se pfirozené vyhnuli ndhodnou volbou pivota — pro sebezlotrilejsi vstup
dobéhneme v pruméru rychle. Hodi se ale také védét, Ze i pro pevnou volbu pivota
je Spatnych vstupt malo.
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Obr. 1.1: K dtkazu lemmatu o harmonickych ¢islech

Zavedeme si proto jesté jeden druh slozitosti algoritmil, tentokrat opét deter-
ministickych (bez ndhodného generatoru). Bude to sloZitost v praméru pies vstupy.
Jinymi slovy algoritmus bude mit pevny prubéh, ale budeme mu davat nadhodny
vstup a pocitat, jak dlouho v priméru pobézi.

Co to ale takovy ndhodny vstup je? U nasich dvou problémi to docela dobfe vy-
stihuje ndhodnd permutace — vybereme si rovnomérné nidhodné jednu z n! permutaci
mnoziny {1,2,...,n}.

Jak Quicksort, tak Quickselect se pak budou chovat velmi podobné, jako kdyz
meély pevny vstup, ale volily ndhodné pivota. Pokud je na vstupu rovnomérné ndhod-
na permutace, je jeji prostfedni prvek rovnomérné ndhodné vybrané ¢islo z mnoziny
{1,2,...,n}. Vybereme-li ho za pivota a rozdélime vstup na levou a pravou ¢ast, obé
¢asti budou opét ndhodné permutace, takze se na nich algoritmus bude opét cho-
vat timto zptisobem. MuzZeme tedy analyzu z této kapitoly pouzit i na tento druh
priméru se stejnym vysledkem.

Cvicéeni

1. Pramérnou ¢asovou slozitost Quicksortu lze spocitat i podobnou tvahou, jakou
jsme pouzili u Quickselectu. Uvazujte pro kazdy prvek, kolika porovnani se
GcCastni a jak se méni velikosti isekt1, v nichz se nachézi.

2* Jesté jeden zptisob, jak analyzovat primérnou slozitost Quicksortu, je pouzitim
podobné uvahy jako v dikazu Lemmatu o dzbanu. Sestavime rekurenci pro
primérny pocet porovnani: R(n) =n+ £ 3" | (R(i — 1) + R(n — i), R(0) =
R(1) = 0. Dokazte indukei, ze R(n) < 4nlnn.

3.  Ndhodné stromy: Uvazujme binarni vyhledavaci strom, ktery vznikl postupnym
vkladanim hodnot 1, ..., n v ndhodném poradi, bez jakéhokoliv vyvazovani. Do-
kazte, ze stfedni hodnota primérné hloubky vrcholu je O(logn). (Pro jistotu:
prumeér je obycejny aritmeticky, nijak v ném nefiguruje ndhoda; z téchto prua-
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méri pak poéitdme stfedni hodnotu pres vSechny mozné pribéhy algoritmu.)
Napovime, ze ndhodné stromy souvisi s moznymi pribéhy Quicksortu.

4.  Usporny medidn: Naleznéte k-tj nejmensi z n prvki, mate-li k dispozici pouze
pamét asymptoticky mensi nez k. Pokuste se dosdhnout lepsi casové slozitosti
nez O(kN).

5.  Eratosthenovo sito je pradavny algoritmus na hledani prvocisel. Zacne se se-
znamem Cisel 2,...,n. V i-tém kroku zkontroluje ¢islo ¢: pokud neni skrtnuté,
nahléasi ho jako prvoéislo a vyskrta vechny jeho nasobky. Casové sloZitost to-
hoto algoritmu je ponékud piekvapivé O(nloglogn). Zkuste dokézat alespoii
slabsi odhad O(nlogn).

1.3. HeSovani s prihradkami

Lidé uz davno zjistili, ze praci s velkjym mnozstvim véci si 1ze usnadnit tim,
7e je rozdélime do nékolika mensich skupin a kazdou zpracujeme zvlast. Priklady
najdeme vSude kolem sebe: Slovnik spisovného jazyka ¢eského ma dily A az M, N
az Q, R az U a V az Z. Katastralni tifady maji svou piisobnost vymezenu tizemim
na mapé. Padne-li v Parizi smog, smi v nékteré dny do centra jezdit jenom auta se
sudymi registra¢nimi ¢isly, v jiné dny ta s lichymi.

Informatici si tuto myslenku také oblibili a pod nazvem hesovdni ji casto pou-
zivaji k uchovavani dat.

Méjme néjaké univerzum U moznych hodnot, kone¢nou mnozinu pfihradek P =
{0,...,m —1} a heSovaci funkci, coz bude né&jaka funkce h : U — P, kterd kazdému
prvku univerza pfidéli jednu pfihradku. Chceme-li ulozit mnozinu prvka X C U, roz-
strkame jeji prvky do pfihradek: prvek € X umistime do ptihradky h(z). Budeme-li
pak hledat n&jaky prvek u € U, vime, Ze nemiize byt jinde nez v pfihradce h(u).

Podivejme se na ptiklad: Univerzum vsSech celych ¢isel budeme rozdélovat do
10 pfihrddek podle posledni ¢islice. Jako hesovaci funkci tedy pouzijeme h(z) =
z mod 10. Zkusime ulozit nékolik slavnych letopoc¢tti nasi historie: 1212, 935, 1918,
1948, 1968, 1989:

o123 |45 ][6][7][8]9]
1212 935 19181989

1948
1968

Hledame-li rok 2015, vime, Ze se musi nachazet v pfihradce 5. Tam je ovsem
pouze 935, takze hned odpovime zamitavé. Hledani roku 2016 je dokonce jesté rych-
lejsi: prihradka 6 je prazdna. Zato hledame-li rok 1618, musime prozkoumat hned
3 hodnoty.

Uvazujme obecnéji: kdykoliv mame néjakou hesovaci funkci, mizeme si poridit
pole p prihradek, v kazdé pak ,Fetizek“ — spojovy seznam hodnot. Tato jednoducha
datova struktura je jednou z moznych forem heSovact tabulky.
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Jakou mé heSovaci tabulka ¢asovou slozZitost? Hledani, vkladéni i mazani sesté-
va z vypoctu heSovaci funkce a projiti fetizku v prislusné pfihradce. Pokud bychom
uvazovali ,idealni heSovaci funkci“, kterou lze spocitat v konstantnim case a ktera
zadanou n-prvkovou mnozinu rozprostfe mezi m prihradek dokonale rovnomeérneé,
budou mit vSechny Fetizky n/m prvka. Zvolime-li navic pocet pfihrddek m = ©(n),
vyjde konstantni délka fetizku, a tim padem i ¢asova slozitost operaci.

Praktické heSovaci funkce

Idealni heSovaci funkce patii spise do kraje myti, podobné jako tfeba idealni
plyn. Presto ndm to nebrani heSovani v praxi pouzivat — ostfileni programatofi znaji
fadu funkci, které se pro realna data chovaji ,prakticky ndhodné“. Autorim této
knihy se osvéd¢ily naptiklad tyto funkce:

® Linedrni kongruence: x — ax mod m
Zde m je typicky prvocislo a a je néjaka dostatecné velka konstanta
nesoudélné s m. Casto se a nastavuje blizko 0.618m (dalsi necekand
aplikace zlatého fezu z oddilu ?7?).

o Vyssi bity soucinu: x — |(ax mod 2%) /2w ¢
Pokud hesujeme w-bitova ¢isla do m = 2¢ piihradek, vybereme
w-bitovou lichou konstantu a. Pak pro kazdé x spoc¢itame ax, ofizne-
me ho na w bitd a z nich vezmeme nejvyssich £. Vzhledem k tomu,
7e pretecCeni ve vétsiné programovacich jazykd automaticky ofeza-
va vysledek, stac¢i k vyhodnoceni funkce jedno nasobeni a bitovy
posun.

o Skaldrni soucin: xo,...,xq4-1 — (D>; a;x;) mod m
Chceme-li hesovat posloupnosti, nabizi se zahesSovat kazdy prvek
zvlast a vysledky secist (nebo vyxorovat). Pokud prvky hesuje-
me linearni kongruenci, je hes celé posloupnosti jeji skalarni soucin
s vektorem konstant, to v§e modulo m. Pozor, nefunguje pouzivat
pro vSechny prvky tutéz konstantu: pak by vysledek nezavisel na
poradi prvki.

® Polynom: xg,...,Tq—1 — (ZZ aixi) mod m
Tentokrat zvolime jenom jednu konstantu a a pocitame skalarni
soucin zadané posloupnosti s vektorem (a®,a’, ..., a?1). Tento typ

funkci bude hrat dilezitou roli v Rabinové-Karpové algoritmu na
vyhledavani v textu v oddilu ?7.

U vSech ¢tyt funkci je experimentalné ovéreno, ze dobfe hesuji nejriznéjsi druhy
dat. Nemusime se ale spoléhat jen na pokusy: v oddﬂumvybudujeme teorii, pomoci
které o chovani nékterych hesovacich funkci budeme schopni vyslovit exaktni tvrzeni.

Pokud chceme hesovat objekty néjakého jiného typu, nejprve je zakédujeme do
¢isel nebo posloupnosti ¢isel. U floating-point ¢isel se napriklad mtze hodit hesovat
jejich interni reprezentaci (coZ je néjaka posloupnost bytt, kterou mizeme povazovat
za jedno celé ¢islo).
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Prehesovavani

Hesovaci tabulky dovedou vyhledavat s pramérné konstantni ¢asovou slozitos-
ti, pouzijeme-li Q(n) piihradek. Jaky pocet piihrddek ale zvolit, pokud n predem
nezname? Pomuze nam technika amortizovaného nafukovani pole z oddilu ?7?.

Na pocatku zalozime prazdnou hesovaci tabulku s néjakym konstantnim po-
¢tem prihradek. Kdykoliv pak vkldddme prvek, zkontrolujeme pomér o = n/m —
tomu se fika faktor naplnéni neboli hustota tabulky a chceme ho udrzet shora ome-
zeny konstantou, tfeba o < 1. Pokud uz je tabulka prili§ plna, zdvojnasobime m
a vSechny prvky pfeheSujeme. Jedno preheovani trva ©(n) a jelikoZ mezi kazdymi
dvéma prehesovanimi vlozime fadové n prvku, staci, kdyz kazdy prvek prispéje kon-
stantnim Casem. P¥i mazani prvkd muzeme tabulku zmensovat, ale obvykle nevadi
ponechat ji mélo zaplnénou.

Sestrojili jsme tedy datovou strukturu pro reprezentaci mnoziny, ktera dokaze
vyhledavat, vkladat i mazat v prumérné konstantnim case. Pokud predem neumime
odhadnout pocet prvkt mnoziny, je v pfipadé vkladani a mazani tento ¢as pouze
amortizovany.

Cviceni
1. Me¢jme mnozinu pfirozenych ¢isel a ¢islo . Chceme zjistit, zda mnozina obsahuje
dvojici prvki se souctem z.

2.  Chceme hesovat fetézce 8-bitovych znakd. Vypocet mizeme zrychlit tak, ze
Ctvefice znakl prohlasime za 32-bitova ¢isla a zaheSujeme posloupnost ¢tvrti-
nové délky. Naprogramujte takovou heSovaci funkci a nezapomerite, ze délka
fetézce nemusi byt délitelna ¢tyimi.

3*  Bloomiw filtr je datové struktura pro pfibliznou reprezentaci mnoziny. Sklada
se z pole bittt B[1...m] a heSovaci funkce h, kterd prvkim univerza pfifazu-
je indexy v poli. INSERT(z) nastavi B[h(xz)] = 1. MEMBER(x) otestuje, zda
B[h(z)] = 1. Vlozme nyni do filtru néjakou n-prvkovou mnozinu M. Pokud
x € M, MEMBER(z) vZdy odpovi spravné. Pokud se ale zeptdme na = ¢ M,
miZe se stat, ze h(xz) = h(y) pro néjaké y € M, a MEMBER(z) odpovi Spatné.
Spocitejte, s jakou pravdépodobnosti se to pro dané m a n stane.

4* Spolehlivost Bloomova filtru mizeme zvysit tak, ze si pofidime k filtrt s riz-
nymi heSovacimi funkcemi. INSERT bude vkladat do vSsech, MEMBER se zepta
vSech a odpovi ANO pouze tehdy, kdyz se na tom vsSechny filtry shodnou. Je-li
pravdépodobnost chyby jednoho filtru p, pak kombinace k filtrti chybuje s prav-
dépodobnosti pouhych p*. Vymyslete, jak nastavit m a k pro piipad, kdy chce-
me ukladat 10 prvki s pravdépodobnosti chyby nejvyse 10~%. Minimalizujte
spotiebu paméti.

1.4. HeSovani s otevienou adresaci

Jesté ukazeme jeden zpusob heSovani, ktery je prostorové uspornéjsi a za priz-

vvvvv

a pracnéjsi analyzou. Tomuto druhu hesSovani se fika otevrend adresace.
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Opét si potidime pole s m piihradkami A[0], ..., A[m—1], jenZe tentokrat se do
kazdé prihradky vejde jen jeden prvek. Pokud bychom tam pottebovali ulozit dalsi,
pouzijeme nahradni pfihradku, bude-li také plna, zkusime dalsi, a tak dale.

Muzeme si to predstavit tak, ze hesovaci funkce kazdému prvku = € U pritadi
jeho wvyhleddvact posloupnost h(x,0),h(x,1),..., h(z,m — 1). Ta uréuje pofadi pfi-
hradek, do kterjch se budeme snazit x vlozit. Budeme predpokladat, ze posloupnost
obsahuje vSechna ¢isla pfihradek v dokonale ndhodném pofadi (vSechny permutace
prihrddek budou stejné pravdépodobné). Vkladani do tabulky bude vypadat nésle-
dovné:

Algoritmus OPENINSERT (vkladani s otevienou adresaci)
Vstup: Prvek x € U

1. Proi=0,...,m—1:

2. J h(z,7) < cislo prihradky, kterou prdve zkousime
3. Pokud A[j] = 0:
4. Polozime A[j] + = a skonc¢ime.

5. Ohlasime, Ze tabulka je uz plna.
Pii vyhledédvani budeme prochézet ptihradky h(zx,0), h(z, 1) a tak dale. Zasta-
vime se, jakmile narazime bud na x, nebo na prazdnou prihradku.

Algoritmus OPENFIND (hledédni s otevienou adresaci)
Vstup: Prvek z € U

1. Proi=0,...,m—1:

2. J « h(x,q) < cislo prihrddky, kterou prdvé zkousime
3. Pokud A[j] = z, ohlasime, Ze jsme x nasli, a skon¢ime.
4. Pokud A[j] = 0, ohl4sime netspéch a skonéime.

5. Ohléasime netispéch.

Mazani je problematické: kdybychom libovolny prvek odstranili z tabulky, moh-
li bychom zptisobit, ze vyhledavani néjakého jiného prvku skonéi predcasné, protoze
narazi na prihradku, kterd v okamziku vkladani byla plna, ale nyni uz neni. Pro-
to budeme prvky pouze oznacovat za smazané a a7 jich bude mnoho (tfeba m/4),
celou strukturu prebudujeme. Podobné jako u zvétsovani tabulky je vidét, ze toto
prebudovavani nas stoji amortizované konstantni ¢as na smazany prvek.

Odvodime, kolik krokd primérné provedeme pii netspésném vyhledavani, coz
je soucasné pocet krokt potfebnych na vlozeni prvku do tabulky. Uspésné hledani
nebude pomalejsi.

Véta: Pokud jsou vyhledavaci posloupnosti ndhodné permutace, primérny pocet
prihradek navstivenych pfi netispésném hledani ¢ini nejvyse 1/(1—«), kde « = n/m
je faktor naplnéni.

Diikaz: Necht x je hledany prvek a hi,hs,...,h, jeho vyhleddvaci posloupnost.
Oznac¢me p; pravdépodobnost toho, Ze béhem hledédni projdeme alespon ¢ ptihradek.
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Do ptihradky h; se jisté podivame, proto p; = 1. Jelikoz je to ndhodné vy-
brana pfihradka, s pravdépodobnosti n/m v ni je n&jaky prvek (rfizny od x, nebot
vyhleddvéni mé skon¢it netspéchem), a tehdy pokrac¢ujeme prihradkou hs. Proto
p2 =n/m = a.

Nyni obecnéji: paklize ptihradky hq, ..., h; byly obsazené, zbyva n — i prvku
a m—i piihrddek. Piihradka h;11 je tedy obsazena s pravdépodobnosti (n—14)/(m —
i) < n/m (to plati, jelikoz n < m). Proto p;+1 < p;-a. Indukei dostaneme p; < =1,

Nyni poéitejme stfedni hodnotu S poctu navstivenych piihrddek. Ta je rovna
>, % ¢, kde ¢; udava pravdépodobnost, ze jsme navstivili pravé ¢ piihradek. Jelikoz
¢i = pi — pi+1, plati

S=Yi-mi-p) = pi-(i-(-1) =D p<d o =

i>1 i>1 i>1 i>1 i>0

To je ovSem geometrickd Ffada se souctem 1/(1 — «). O

Pokud se tedy faktor naplnéni pfiblizi k jednicce, zacne se hledani drasticky
zpomalovat. Pokud ale ponechame alespon ¢tvrtinu pfihradek prazdnou, navstivime
béhem hledani pramérné nanejvys 4 prihradky. Opét mtzeme pouzit prehesovavani,
abychom tento stav udrzeli. Tak dostaneme vyhledévani, vkladani i mazani v amor-
tizované konstantnim prumérném case.

Zbyva vymyslet, jak volit prohledavaci posloupnosti. V praxi se ¢asto pouzivaji
tyto moznosti:

e Linedrni priddvdni: h(z,i) = (f(z) + i) mod m,
kde f(z) je ,obyCejnd“ heSovaci funkce. Vyuzivime tedy po sobé
jdouci piihradky. Vyhodou je sekvenéni pfistup do paméti (ktery
je na dnesnich pocita¢ich rychlejsi), nevyhodou to, ze jakmile se
vytvori souvislé bloky obsazenych piihradek, dalsi vkladani se do
nich Casto strefi a bloky stale porostou (viz obrazek E)
Bez dukazu uvadime, Ze pro netspésné hledani plati pouze slabsi
odhad primérného poétu navstivenych piihradek 1/(1 — )2, a to
pouze, jestlize je f dokonale ndahodnd. Neni-li, chovani struktury
obvykle degraduje.

® Duojité hesovdni: h(z,i) = (f(z) + i - g(z)) mod m,
kde f:U — {0,....m—1}ag:U — {1,...,m—1} jsou dvé rtizné
heSovaci funkce a m je prvoéislo. Diky tomu je g(x) vZdy nesoudél-
né s m a posloupnost navstivi kazdou prihradku pravé jednou. Je
znamo, ze pro dokonale ndhodné funkce f a g se dvojité hesovani
chovéa stejné dobie, jako pfi pouziti plné ndhodnych vyhledavacich
posloupnosti. Dokonce stac¢i vybirat f a g ze silné univerzalniho sys-
tému (viz ptisti oddil). Tato tvrzeni téZ ponechdvame bez dikazu.
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Obr. 1.2: Hesovani podle posledni ¢islice s linearnim
pridavanim. Stav po vlozeni ¢isel 75, 36, 14, 42, 24, 95, 17.

Cviéeni

1* Uspésné hledani v hesovaci tabulce s otevienou adresaci je o néco rychlejsi nez
neuspésné. Spocitejte, kolik prihradek primérné navstivi. Predpokladejte, ze
hleddme ndhodné vybrany prvek tabulky.

2. Uvazujme heSovani Ffizené obecngjsi linedrni posloupnosti h(x,i) = (f(z) + ¢ -
1) mod m, kde ¢ je konstanta nesoudélnd s m. Srovnejte jeho chovéni s obycej-
nym linedrnim ptidavanim.

1.5.* Univerzalni heSovani

Zatim jsme heSovani pouzivali tak, Ze jsme si vybrali néjakou pevnou hesovaci
funkci a ,zadratovali“ ji do programu. Af uz je to jakdkoliv funkce, nikdy neni tézké
najit n cisel, kterd zkoliduji v téze prihradce, takze jejich vkladanim stravime cas
©(n?). Miizeme spoléhat na to, Ze vstup takhle neSikovné vypadat nebude, ale co
kdyz nam vstupy dodéava zvédavy a potencidlné velmi skodoliby uzivatel?

Radéji pti kazdém spusténi programu zvolime hesovaci funkci ndhodné — nepfi-
tel o této funkci nic nevi, takze se mu sotva povede vygenerovat dostatecné osklivy
vstup. NemiiZeme ale ndhodné vybirat ze vSech moznych funkci z U do P, protoZe na
popis jedné takové funkce bychom potiebovali ©(|i]) ¢isel. Misto toho se omezime
na néjaky mensi systém funkci a ndhodné vybereme z néj. Aby to fungovalo, musi
tento systém byt dostatecné bohaty, coz zachycuje nasledujici definice.

Znaéeni: Casto budeme mluvit o réiznych mnozinach pfirozenjch éisel. Proto zave-
deme zkratku [k] = {0, ...,k — 1}. Mnozina pfihradek bude typicky P = [m].
Definice: Systém H funkci z univerza U do [m] nazveme c-univerzdlni pro konstantu
¢ > 1, pokud pro kazdé dva rizné prvky z,y € U plati Prypey[h(z) = h(y)] < ¢/m.

Co si pod tim predstavit? Kdybychom funkci A rovnomérné ndhodné vybirali
z uplné vSech funkei z U do [m], kolidovaly by prvky z a y s pravdépodobnosti
1/m. Nezévisle na tom, kolik vyslo h(zx), by totiz bylo v8ech m moZnosti pro h(y)
stejné pravdépodobnych. A pokud misto ze vSech funkci vybirdme h z c-univerzalniho
systému, smi x a y kolidovat nejvyse c-krat castéji.

Navic budeme chtit, aby slo funkci A € H ur¢it malym mnozstvim parametri
a na zakladé téchto parametri ji pro konkrétni vstup vyhodnotit v konstantnim case.
Napriklad muazeme fici, ze H bude systém linedrnich funkci tvaru x — ax mod m
pro U = [U] a a € [U]. Kazda takova funkce je jednozna¢né uréena parametrem a,
takZe ndhodné vybrat funkci je totéz jako ndhodné zvolit a € [U]. To zvlddneme
v konstantnim case, stejné jako vyhodnotit funkci pro dané a a .
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Za chvili ukdzeme, jak néjaky c-univerzalni systém sestrojit. Pfedtim ale doka-
zeme, 7Ze splni nase ocekévani.
Lemma: Bud / funkce ndhodné vybrand z néjakého c-univerzalniho systému. Necht
ZT1,...,T, jsou navzajem rtzné prvky univerza vlozené do hesovaci tabulky a z je
libovolny prvek univerza. Potom pro stfedni pocet prvku lezicich v téze prihradce
jako x plati:
E[#i : h(z) = h(z;)] < en/m+ 1.

Dikaz: Pro dané x definujeme indikatorové ndhodné proménné:

7 — 1 kdyz h(z) = h(x;),
*7 10 jindy.

Jinymi slovy Z; ¥ik4, kolikrat padl prvek z; do pfihradky h(z), coz je bud 0, nebo 1.
Celkovy pocet kolidujicich prvki je Z = )", Z; a diky linearité stfedni hodnoty je
hledana hodnota E[Z] rovna ), E[Z;]. Pfitom E[Z;] = Pr[Z; = 1], coz je podle
definice c-univerzalniho systému nejvyse ¢/m, pokud x; # x. Pokud z; = =z, pak
E[Z;] = 1, coz ale miZe nastat pro nejvyse jedno i. Tedy E[Z] je nejvyse cn/m+1. O

Dusledek: Necht k hesovani pouZijeme funkci vybranou rovhomérné ndhodné z né-
jakého c-univerzalniho systému. Pokud uz heSovaci tabulka obsahuje n prvki, bude
piisti operace nahlizet do pfihradky s primérné nanejvys cn/m+ 1 prvky. Udrzime-
-i m = Q(n), bude tedy primérné velikost pfihrddky omezena konstantou, takze
prameérna casova slozitost operace bude také konstantni.

Mé¢jme na paméti, ze neprumérujeme pres mozna vstupni data, nybrz pres
mozné volby hesovaci funkce, takze tvrzeni plati pro libovolné skodoliby vstup. Také
upozorfiujeme, Ze tyto tvahy vyzaduji oddélené piihradky a nefunguji pro otevienou
adresaci.

Ve zbytku tohoto oddilu budeme pfedpokléddat, ze ctenaf zna zaklady linearni
algebry (vektorové prostory a skaldrni soucin) a teorie ¢isel (délitelnost, poéiténi
s kongruencemi a s koneénymi télesy).

Konstrukce ze skalarniho souéinu

Postupné ukaZeme, jak upravit praktické hesovaci funkce z oddilu E aby
tvorily univerzalni systém. Nejsnéze to pijde se skaldrnimi souciny.

Zvolime né&jaké konecné téleso Z, pro prvociselné p. Pofidime si m = p pfihré-
dek a odislujeme je jednotlivymi prvky télesa. Univerzem bude vektorovy prostor
Zg vsech d-slozkovych vektord nad timto télesem. HeSovaci funkce bude mit tvar

skalarniho souc¢inu s néjakym pevné zvolenym vektorem t & Zg.
Véta: Systém funkel S = {h¢ | t € ZZ}, kde hg(x) = t - x, je 1-univerzalni.

Diikaz: Méjme néjaké dva riazné vektory x,y € ZZ. Necht i je néjakd soufadnice,
v niz je x; # y;. Jelikoz skalarni soucin nezalezi na poradi slozek, muzeme slozky
precislovat tak, aby bylo ¢ = d.
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Nyni volime t ndhodné po slozkach a pocitdme pravdépodobnost kolize (rovnost
modulo p znaéime =):

Pricgalhe(x) = he(y)] =Pr[x-t =y -t] =Pr[(x —y) -t =0] =

d d—1
=Pr Z(:I:Z —y)t; =0 =Pr |(xg — ya)ta = — Z(:pl —yi)ti
i=1 i=1
Pokud uz jsme t1,...,tq—1 zvolili a nyni ndhodné volime ¢4, nastane kolize pro pravé

jednu volbu: Posledni vyraz je linearni rovnice tvaru az = b pro nenulové a a ta ma
v libovolném télese pravé jedno feSeni z. Pravdépodobnost kolize je tedy nejvyse
1/p = 1/m, jak pozaduje 1l-univerzalita. O

Intuitivné nas dikaz funguje takto: Pro nenulové x € Z,, a rovhomérné ndhodné
zvolené a € 7Z, nabyvéa vyraz ax vSech hodnot ze Z, se stejnou pravdépodobnosti.
Proto se d-ty scitanec skaldrniho soucinu chovd rovnomérné nidhodné. At uz ma
zbytek skalarniho soucinu jakoukoliv hodnotu, pfi¢tenim d-tého ¢lenu se z néj stane
také rovnomeérné rozlozené ndhodné ¢islo.

Priklad: Kdybychom chtéli heSovat 32-bitova ¢isla do cca 250 prihradek, nabizi se
zvolit p = 257 a kazdé ¢islo rozdélit na 4 &asti po 8 bitech. Jelikoz 28 = 256, mtzeme
si tyto casti vylozit jako 4-slozkovy vektor nad Zsos7. Naptiklad ¢islu 123456 789 =
7-2244.91.2164.205.28 421 odpovida vektor x = (7,91,205,21). Prot = (1,2, 3,4) se
tento vektor zahesujenax-t =7-1+91-24205-3+21-4 = 7+182+101+84 = 117.
Poznamka: Jistou nevyhodou této konstrukce je, Ze pocdet pfihradek musi byt pr-
vodéiselny. To by ndm mohlo vadit pfi prehesovavani do dvojnasobné velké tabulky.
Zachrani nas ovSem Bertranduv postuldt, ktery Tika, ze mezi m a 2m vzdy lezi ale-
sponi jedno prvocislo. Pokud budeme zaokrouhlovat pocet prihradek na nejblizsi
vy$si prvocislo, mame zaruceno, ze pokazdé tabulku nejvyse zétyinasobime, coz se
stale uamortizuje. Teoreticky nas mtze brzdit hleddni vhodnjch prvocisel, v praxi
si na 64-bitovém pocitaci poridime tabulku 64 prvocisel velikosti pfiblizné mocnin
dvojky.

Konstrukce z linearni kongruence

Nyni se inspirujeme linearni kongruenci  — ax mod m. Pro prvociselné m by
stacilo ndhodné volit a a ziskali bychom 1-univerzalni systém — jednorozmérnou ob-
dobu predchoziho systému se skalarnim souc¢inem. My ovSem déame prednost trochu
komplikovanéjsim funkcim, které zato budou fungovat pro libovolné m.

Budeme se pohybovat v univerzu U = [U]. Pofidime si néjaké prvocislo p > U
a pocet prihrddek m < U. Budeme pocitat linedrni funkce tvaru ax + b v télese Z,
a vysledek dodatecné modulit ¢islem m.
Véta: Necht h, ,(z) = ((az + b) mod p) mod m. Potom systém funkci £ = {hq |
a,b € [p],a # 0} je l-univerzalni.
Dikaz: Mé&jme dvé rtiznd éisla x, y € [U]. Nejprve rozmyslejme, jak se chovaji linedrni
funkce modulo p bez dodatecného moduleni ¢islem m a bez omezeni a # 0. Pro
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2 ogznaéme:

libovolnou dvojici parametrt (a,b) € [p)
r = (axz + b) mod p,
s = (ay + b) mod p.

Kazdé dvojici (a,b) € [p]? tedy pfitadime néjakou dvojici (r, s) € [p]?. Naopak kazda
dvojice (r, s) vznikne z pravé jedné dvojice (a, b): podminky pro a a b ddvaji soustavu
dvou nezavislych linearnich rovnic o dvou neznamych, kterd musi mit v libovolném
télese pravé jedno feseni. (Explicitnéji: Odec¢tenim rovnic dostaneme r—s = a(z—y),
coz davé jednoznaéné a. Dosazenim do libovolné rovnice pak ziskdme jednoznacéné b.)

Méme tedy bijekci mezi vSemi dvojicemi (a,b) a (7, s). Nezapominejme ale, Ze
jsme zakazali a = 0, coz odpovida zakazu r = s.

Nyni vratme do hry moduleni éislem m a poéitejme spatné dvojice (a,b), pro
néz nastane hq () = hep(y). Ty odpovidaji dvojicim (r,s) splilujicim r = s mo-
dulo m. Pro kazdé r spocitame, kolik moznych s s nim je kongruentnich. Pokud
mnozinu [p] rozdélime na m-tice, dostaneme [p/m] m-tic, z nichz posledni je nei-
plna. V kazdé aplné m-tici lezi pravé jedno ¢islo kongruentni s 7, v té jedné netplné
nejvyse jedno. Navic ovsem vime, Ze r # s, takze moznych s je o jednicku méné.

Celkem tedy pro kazdé r existuje nanejvys [p/m] — 1 kongruentnich s. To
shora odhadneme vyrazem (p +m — 1)/m — 1 = (p — 1)/m. Jelikoz moznosti, jak
zvolit 7, je presné p, dostdvame maximalné p(p — 1)/m Spatnych dvojic (r, s). Mezi
dvojicemi (a,b) a (r,s) vede bijekce, takze Spatngch dvojic (a,b) je stejny podet.
Jelikoz moznych dvojic (a,b) je p(p — 1), pravdépodobnost, ze vybereme néjakou
Spatnou, je nejvySe 1/m. Systém je tedy l-univerzalni. O

Konstrukce z vyssich bita soudinu

vy

Nakonec ukazeme univerzalitu heSovacich funkci zalozenych na vysSich bitech
sou¢inu. Univerzum budou tvofit v8echna w-bitova €isla, tedy U = [2"]. HeSovat
budeme do m = 2¢ pfihradek. HeSovaci funkce pro kli¢ 2 vypoéte soudin ax a ,vy-
kousne“ z né&j bity na pozicich w — £ az w — 1. (Bity ¢islujeme obvyklym zptisobem
od nuly, tedy -ty bit m4 vahu 2°.)

Véta: Necht h,(r) = [(az mod 2*)/2*~*|. Potom systém funkci M = {h, | a €
[2*], a liché} je 2-univerzalni.

Diikaz: Méjme néjaké dva ruzné klice = a y. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme,
ze x < y. Oznac¢me 7 pozici nejnizsiho bitu, v némz x od y lisi. Plati tedy y—x = 2-2°,
kde z je néjaké liché cislo.

Chceme poéitat pravdépodobnost, Ze hy(x) = he(y) pro rovnomérné nahod-
né a. Jelikoz a je liché, miizeme ho zapsat jako a = 2b + 1, kde b € [2¥~1], a volit
rovnomeérné ndhodné b.

Prozkoumejme, jak se chovd vyraz a(y — x). MtZeme ho zapsat takto:
aly —x) = (2b+1)(2-2") = bz - 2T 4 2. 2,
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Podivejme se na bindrni zapis:

e Clen z-2' ma v bitech 0 az i — 1 nuly, v bitu 7 jednicku a vyssi bity
mohou vypadat jakkoliv, ale nezavisi na b.

e Clen bz-2!*1 m4 bity 0 az i nulové. V bitech i+1 az w i lezi bz mod
2% které nabyva vSech hodnot z [2] se stejnou pravdépodobnosti:
Jelikoz z je liché, a tedy nesoudélné s 2*, ma kongruence bz = d
(mod 2%) pro kazdé d pravé jedno feseni b (viz cviceni ??). VSechna b
nastavaji se stejnou pravdépodobnosti, takze vSechna d také.

® Soucet téchto dvou ¢lent tedy musi mit bity 0 az i — 1 nulové, v bitu
1 jednicku a v bitech i+ 1 a% w + ¢ rovhomérné nadhodné ¢islo z [2%)
(se¢tenim rovnomérné ndhodného ¢isla s éimkoliv nezavislym vznik-
ne modulo 2% opét rovnomérné ndhodné ¢islo). O vyssich bitech nic
nefikdme.

Vratme se k rovnosti h,(z) = hy(y). Ta nastane, pokud se ¢isla ax a ay shoduji
v bitech w — ¢ a7z w — 1. Vyuzijeme toho, ze ay = ax + a(y — z), takZze az a ay se
urcité shoduji v bitech 0 az ¢ — 1 a neshoduji v bitu ¢. Rozlisime dva pfipady:

® Pokud ¢ > w — ¥, bit i patfi mezi bity vybrané do vysledku hesovaci
funkce, takze hq(x) a ho(y) se urcité lisi.
e Je-li i < w—{, pak jsou vSechny vybrané bity v a(y — x) rovnomér-
né ndhodné. Kolize = s y nastane, pokud tyto bity budou vSechny
nulové, nebo kdyz budou jednic¢kové a navic v souctu ax + a(y — x)
nastane prenos z nizsiho fddu. Oboji mé pravdépodobnost nejvys
27¢, takZe kolize nastane s pravdépodobnosti nejvys 21— = 2/m. O

Vzorkovani a silni univerzalita*

Hesovaci funkce se hodi i pro jiné véci, nez je reprezentace mnozin. Predstavte
si pocitacovou sit, v niz putuji pakety pfes velké mnozstvi routertt. Chtéli byste sle-
dovat, co se v siti déje, tfeba tak, Ze nechate kazdy router zaznamenavat, jaké pakety
pres néj projdou. Jenze na to je paketa prilis mnoho. Nabizi se pakety navzorkovat,
tedy vybrat si z nich jen malou ¢ast a tu sledovat.

Vzorek ale nemiizeme vybirat ndhodné: kdyby si kazdy router hodil korunou,
zda dany paket zaznamena, malokdy u jednoho paketu budeme znat celou jeho cestu.
Radéji si pofidime heSovaci funkci h, kterd paketu p pfifadi néjaké éislo h(p) €
[m]. Kdykoliv router pfijme paket, zaheSuje ho a pokud vyjde méné nez né&jaky
parametr t, paket zaznamen4. To nastane s pravdépodobnosti ¢/m a shodnou se na
tom vSechny routery po cesté.

Nabizi se zvolit funkci h ndhodné z néjakého c-univerzalniho systému. Jenze
pak nebudeme vzorkovat spravedlivé: napfiklad v nasem systému S odvozeném ze
skalarniho soucinu padne nulovy vektor vzdy do pfihradky 0, takze ho pro kazdé ¢
vybereme do vzorku. Aby vzorkovani fungovalo, budeme potiebovat silnéjsi definici
univerzality.
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Definice: Systém #H funkci z univerza U do [m] nazveme silné c-univerzdlni pro
konstantu ¢ > 1, pokud pro kazdé dva rtizné prvky z,y € U a kazdé dvé prihradky
a,b € [m] (ne nutné rizné) plati Pryey[h(x) = a A h(y) = b] < ¢/m?.

Podobné jako u obycejné (neboli slabé) univerzality, i zde vlastné Fikame, ze
funkce ndhodné vybrana z daného systému je nejvyse c-krat horsi nez Gplné€ ndhodna
funkce: ta by s pravdépodobnosti 1/m zaheSovala x do pfihrddky a a nezivisle na
tom y do prihradky b.

Dusledek: Pro prvek x a konkrétni ptihrddku a je Pry[h(z) = a] < ¢/m. Proto nas
zpusob vzorkovani kazdy paket zaznamena s pravdépodobnosti nejvyse c-krat vétsi,
nez by odpovidalo rovnomérné ndhodnému vybéru.

Navic ukazeme, ze malymi tipravami jiz popsanych systému funkci z nich ma-
zeme udélat silné univerzalni. Pro systém L to vzapéti dokadzeme, ostatni nechme
jako cviceni ﬂ a E
Véta: Necht hg,p(x) = ((az + b) mod p) mod m. Potom systém funkei £ = {hq |
a,b € [p|} je silné 4-univerzalni.

Diikaz: 7 dtikazu 1-univerzality systému £ vime, Ze pro pevné zvolené x a y existuje
bijekce mezi dvojicemi parametri (a,b) € Zg a dvojicemi (r, s) = (az mod p, bz mod
p). Pokud volime parametry rovnomérné ndhodné, dostavame i (r, s) rovnomérné né-
hodné. Zbyva ukazat, ze zavéreénym modulenim m se rovnomérnost prilis nepokazi.

Potfebujeme, aby pro kazdé i, j € [m] platilo (= zna¢i kongruenci modulo m):
. . 4
Pr,jr=iAs=j] < —-

m

Jelikoz r = ¢ a s = j jsou nezavislé jevy, navic se stejnou pravdépodobnosti, staci
oveéfit, ze Pr,.[r =] <2/m.

Cisel r € [p] kongruentnich s i miize byt nejvyse [p/m] = [(p+m —1)/m] <
(p+m—1)/m=(p—1)/m + 1. VyuZzijeme-li navic toho, ze m < p, ziskdme:
2

_|_

1
< —<—+
p p-m  p

.]:#r:r5i<p—1 1
m m

Pr.[r=1 <

1
m
Tim jsme vétu dokazali. O
Cviceni

1. Dostali jste heSovaci funkci h : [U] — [m]. Pokud o této funkci nic dalsiho
nevite, kolik vyhodnoceni funkce potiebujete, abyste nasli k-tici prvki, které se
vSechny zobrazi do téze prihradky?

2. Ukazte, ze pokud bychom v ,linedrnim* systému L zafixovali parametr b na
nulu, uz by nebyl 1-univerzalni, ale pouze 2-univerzalni. Totéz by se stalo, pokud
bychom pfipustili nulové a.

3. Ukazte, ze pokud bychom v ,souc¢inovém* systému M pripustili i suda a, uz by
nebyl c-univerzalni pro zadné c.
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Studujme chovani polynomialniho hesovani z minulého oddilu. Uvazujme funk-
ce hg : Zg — Zyp, pricemz hqo(xo,...,x4-1) = y_, x;a’ mod p. Dokazte, Ze sys-
tém P = {h, | a € Z,} je d-univerzalni. Mohou se hodit vlastnosti polynomu
z oddilu ?7?.

Dokazte, ze je-li néjaky systém funkci silné c-univerzalni, pak je také (slabg)
c-univerzalni.

O systému £’ jsme dokazali, Ze je silné c-univerzéalni pro ¢ = 4. Rozmyslete si,
ze pro zadné mensi ¢ to neplati.

Ukazte, Ze systém S odvozeny ze skaldarniho soudinu neni silné c-univerzalni
pro zadné c. OvSem pokud ho rozsifime na &' = {hy, | t € Zg,r € Zy}, kde
htr(x) =t -x + 7, uz bude silné 1-univerzalni.

Podobné systém M neni silné c-univerzalni pro zadné c, ale jde to zachranit,
dokonce bez zavadéni dalsich parametri: M’ = {h, | a € [2¥], a liché}, pfi¢emz
ha(z) = | (ax mod 2¢+¢) /2% . Jinak feceno vysledkem hesovaci funkce jsou bity
w az w + £ — 1 v sou¢inu az. DokaZte, Ze systém M’ je silné 2-univerzalni.
Dokazte, ze je-li H néjaky c-univerzélni systém funkci z U do [m], pak pro
m' < m je {x — h(x) modm’ | h € H} 2c-univerzilni z U do [m']. Vyslovte
podobné tvrzeni pro silnou univerzalitu. Jakou roli hraje tento fakt v rozboru
systémti £ a L'? Lze dosdhnout lepsi konstanty neZ 2¢?
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