1. Dynamické programovani

V této kapitole prozkouméame jesté jednu techniku navrhu algoritmi, ktera je
zaloZzena na rekurzivnim rozkladu problému na podproblémy. V tom je podobna
metodé Rozdél a panuj, ovsem umi vyuzit toho, ze se podproblémy béhem rekurze
opakuji. Proto v mnoha pfipadech vede na mnohem rychlejsi algoritmy. Rika se ji
ponékud tajemné dynamické programovdni.(V)

1.1. Fibonacciho ¢isla podruhé

Princip dynamického programovani si nejprve vyzkousSime na trividlnim pii-
kladu. Budeme pocitat Fibonacciho ¢isla, se kterymi jsme se uz potkali v tvodni
kapitole. Za¢neme pfimocarym rekurzivnim algoritmem na vypocet n-tého Fibo-
nacciho ¢isla F,, ktery postupuje presné podle definice F,, = F,,_1 + F,,_o.

Algoritmus F1B(n)
1. Pokud n < 1, vratime n.

2. Jinak vritime F1B(n — 1) + F1B(n — 2).

Zkusme zjistit, jakou ¢asovou sloZitost tento algoritmus mé. Sledujme strom
rekurze na néasledujicim obrazku. V jeho kofeni pocitame F,, v listech Fy a Fi,
vnitini vrcholy odpovidaji vypocétim ¢isel Fy pro 2 < k < n.

Obr. 1.1: Rekurzivni vypocet Fibonacciho ¢isel

(1 Legenda ¥ik4, 7e s timto nazvem pfisel Richard Bellman, kdyz v 50. letech pra-
coval v americkém armadnim vyzkumu a potieboval nadfizenym vysvétlit, ¢im se
vlastné zabyva. Programovanim se tehdy minilo zejména planovani (tfeba postupu
vyroby) a Bellman zkoumal vicekrokové planovani, v némz optimalni volba kazdého
kroku zalezi na ptredchozich krocich — proto dynamické.
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Libovolny vnit¥ni vrchol pfitom vraci soucet hodnot ze svych synti. Pokud tento
argument zopakujeme, dostaneme, ze hodnota vnitiniho vrcholu je rovna souctu
hodnot vsech listi lezicich pod nim. Specidlné tedy F, v kofeni musi byt rovno
souctu vsech listt. Z kazdého listu pfitom vracime budto 0 nebo 1, takze abychom
nascitali F},, musi se ve stromu celkové nachazet alespon Fj, listi. Z cviceni ?? vime,
ze F,, ~ 1.618", takze strom rekurze mé pfinejmensim exponencidlné mnoho listl
a cely algoritmus se plouzi exponencialné pomalu.

Nyni si vSimnéme, zZe funkci FIB volame pouze pro argumenty z rozsahu 0 az n.
Jediné mozné vysvétleni exponencidlni casové slozitosti tedy je, Ze si nechavame
mnohokrat spocitat totéz. To je vidét i na obrazku: Fy vyhodnocujeme dvakrat a F
dokonce ¢tytikrat.

Zkusme tomu zabréanit. Pofidime si tabulku 7" a budeme do ni vypliovat, kteréd
Fibonacciho ¢isla jsme uz spocitali a jak vysly jejich hodnoty. P¥i kazdém volani
rekurzivni funkce se pak podivame do tabulky. Pokud jiz vysledek zname, rovnou
ho vratime; v opa¢ném pripadé ho poctivé spocitame a hned ulozime do tabulky.
Upraveny algoritmus bude vypadat néasledovné.

Algoritmus F1B2(n)

1. Je-li T[n] definovéno, vratime T[n].

2. Pokud n < 1, polozime T'[n] < n.

3. Jinak polozime T'[n| + F1B2(n — 1) + F1B2(n — 2).
4. Vratime T[n].

Jak se zménila Casova slozitost? K rekurzi nyni dojde jediné tehdy, vypliujeme-
-li policko tabulky, v némz dosud nic nebylo. To se miize stat nejvyse (n + 1)-krat,
z toho dvakrét trividlné (pro Fy a F}), takze strom rekurze ma nejvySe n vniténich
vrcholt. Pod kazdym z nich lezi nejvyse 2 listy, takze celkové ma strom nanejvys 3n
vrcholu. V kazdém z nich travime konstantni ¢as, celkové bézi funkce FIB2 v Case
O(n).
Ve stromu rekurze jsme tedy profezali opakujici se vétve, az zbylo O(n) vrcholt.
Jak to dopadne pro F5, vidime na obrazku m
Nakonec si uvédomime, Ze tabulku mezivysledki T nemusime vypliovat rekur-
zivné. Jelikoz k vypoétu T'[k] potfebujeme pouze T[k — 1] a T[k — 2|, staci ji plnit
v pofadi T'[0], T[1],T[2],... a vzdy budeme mit k dispozici v8echny hodnoty, které
v daném okamziku potfebujeme. Dostaneme nasledujici nerekurzivni algoritmus.
Algoritmus F1B3(n)
1. T[0] « 0, T[1] «+ 1
2. Prok=2,...,n:
3. Tk« Tk -1+ T[k — 2]
4. Vratime T[n].

Funkci F1B3 jsme pochopitelné mohli vymyslet pfimo, bez Gvah o rekurzi. Po-
stup, ktery jsme si predvedli, ovsem funguje i v méné pfimocarych pripadech. Zkusme
proto shrnout, co jsme udélali.
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Obr. 1.2: Profezany strom rekurze po zavedeni tabulky

Princip dynamického programovdni:

® ZacCneme s rekurzivnim algoritmem, ktery je exponencialné pomaly.

® Odhalime opakované vypocty stejnych podproblémd.

® Poridime si tabulku a budeme si v ni pamatovat, které podproblémy
jsme uz vyresili. Tim prorezeme strom rekurze a vznikne rychlejsi
algoritmus. Tomuto pfistupu se casto tika kesovdni a tabulce kes
(anglicky cache).(?

e Uvédomime si, ze kesS lze vypliovat bez rekurze, zvolime-li vhod-
né poradi podproblémi. Tim ziskame stejné rychly, ale jednodussi
algoritmus.

Cvicéeni

1. Spocitejte, kolik presné vrcholi méa strom rekurze funkce FIB a dokazte, Ze
¢asova slozitost této funkce ¢ini ©(7"), kde 7 = (1 +/5)/2 je zlaty fez.

1.2. Vybrané podposloupnosti

Metodu dynamického programovani nyni predvedeme na méné trividlnim pri-
kladu. Dostaneme posloupnost z1,...,x, celych ¢isel a chceme z ni skrtnout co
nejméné prvkia tak, aby zbyvajici prvky tvorily rostouci posloupnost. Jinak feceno,
chceme najit nejdelsi rostouct podposloupnost (NRP). Tu miZeme formélné popsat

2) Cache v angli¢tiné znamené obecné skrys, tfeba tu, kam si veverka schovava
ofisky. V informatice se tak fika riznym druhim paméti na ¢asto pouzivana data.
Je-li fe¢ o zrychlovani rekurze, pouziva se téz ponékud krkolomny termin memoizace
— memo je zkracenina z latinského memorandum a dnes znaci libovolnou poznamku.
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jako co nejdelsi posloupnost indexti y,...,1%; takovou, ze 1 < i3 < ... < i < n
axy; <...<xTy.

Naptiklad v nésledujici posloupnosti je jedna z NRP vyznacena tuc¢né.

i\1234567891o111213
3 14 15 92 65 35 89 79 32 38 46 26 43

Zq
Rekurzivni Feseni

Nabizi se pouzit hladovy algoritmus: za¢neme prvnim prvkem posloupnosti
a pokazdé budeme pridavat nejblizsi dalsi prvek, ktery je vétsi. Pro nasi ukazkovou
posloupnost bychom tedy zacali 3,14, 15,92 a dal bychom uz nemohli ptidat zadny
dalsi prvek. Optimélni feSeni je ale delsi.

Problém byl v tom, Ze jsme z moznych pokracovani podposloupnosti (tedy ¢isel
vétsich nez posledni pfidané a lezicich napravo od néj) zvolili hladové to nejblizsi. Po-
kud misto toho budeme zkouset vSechna mozna pokracovani, dostaneme rekurzivni
algoritmus, ktery bude korektni, byt pomaly.

Jeho jadrem bude rekurzivni funkce NRP(7). Ta pro dané i spocitd maximal-
ni délku rostouci podposloupnosti zac¢inajici prvkem x;. Udéla to tak, ze vyzkousi
v8echna x; navazujici na x; (tedy j > ¢ a ; > x;) a pro kazdé z nich se zavo-
14 rekurzivné. Z moznych pokracovani si pak vybere to, které da celkové nejlepsi
vysledek.

Algoritmus NRP(7) (nejdelsi rostouci podposloupnost rekurzivng)

Vstup: Posloupnost x;, ..., x,
1. d+1
2. Proj=i+1,...,n:
3. Je-li z; > x;:
4. d + max(d, 1+ Nrpe(j))
Vystup: Délka d nejdelsi rostouci podposloupnosti v x;, ..., x,

Vsimnéme si, ze rekurze se pfirozené zastavi pro ¢ = n: tehdy totiz cyklus
neprobéhne ani jednou a funkce se ihned vrati s vysledkem 1.

Resgeni ptivodni tlohy ziskdme tak, Ze zavoldme NRP(i) postupné pro i =

1,...,n a vypocteme maximum z vysledki. Probereme tedy vSechny mozZnosti,
kterym prvkem muze optimalni feSeni zac¢inat. Elegantnéj$i ovSem je dodefinovat
xo = —oo. Tim ziskdme prvek, ktery se v optimalnim feSeni zarucené vyskytuje,

takze postaci zavolat NRP(0).

Tento algoritmus je korektni, nicméné ma exponencialni ¢asovou slozitost: po-
kud je vstupni posloupnost sama o sobé rostouci, projdeme béhem vypoctu tplné
vSechny podposloupnosti a téch je 2. Pro kazdy prvek si totiz nezavisle na ostatnich
mizeme vybrat, zda v podposloupnosti lezi.

Podobné jako u ptikladu s Fibonacciho ¢isly nas zachrani, kdyz si budeme
pamatovat, co jsme uz spocitali, a nebudeme to pocitat znovu. Funkci NRP totiz
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mizeme zavolat pouze pro n + 1 riznych argumentd. Pokazdé v ni stravime cas
O(n), takze cely algoritmus pobézi v ptijemném case O(n?).

Iterativni FesSeni

Sledujme dale osvédcéeny postup. Rekurze se mizeme zbavit a tabulku vypl-
flovat postupné od nejvétsiho ¢ k nejmensimu. Budeme tedy poditat T'[i], coz bude
délka té nejdelsi ze vSech rostoucich podposloupnosti zac¢inajicich prvkem x;.

Algoritmus NRP2 (nejdelsi rostouci podposloupnost iterativng)
Vstup: Posloupnost z1,...,x,

1. 29+ —0

2. Proi=n,n—-1,...,0: < vSechny mozné zacatky NRP
3. T[]+ 1

4. P[]+ 0 < bude se pozdéji hodit pro vijpis Tesent
5. Proj=4¢+1,...,n 4 wvsechna moznd pokracovdnt
6. Pokud z; < z; a T[] < 14+ T[j]: < mdme lepsi resent
7. T[] + 1+ TJj]

8 Pli] « j

Vystup: Délka T'[0] nejdelsi rostouci podposloupnosti

Tento algoritmus bézi také v kvadratickém case. Jeho pribéh na nasi ukazko-
vé posloupnosti ilustruje nasledujici tabulka. (VSimnéte si, Ze algoritmus nasel jiné
optimalni feSeni, nez jakého jsme si prve v§imli my.)

i o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 1213
2 | —oo 3 14 15 92 65 35 89 79 32 38 46 26 43
TH | 7 6 5 4 1 2 3 1 1 3 2 1 2 1
Pill 1 2 3 6 0 7 10 0 0 10 11 0 13 0

Korektnost algoritmu miZzeme dokazat zpétnou indukci podle i. K tomu se
nam hodi nahlédnout, ze za¢iné-li optimalni feSeni pro vstup z;, ..., x, dvojicl z;,
x4, pak z néj odebrdnim x; vznikne optimélni feSeni pro krat$i vstup z;,...,z,
zacinajici ;. Kdyby totiz existovalo lepsi feseni pro kratsi vstup, mohli bychom ho
roz§itit o x; a ziskat lepsi feSeni pro ptivodni vstup. Této vlastnosti se tikd optimdini
substruktura a uz jsme ji potkali napfiklad u nejkratsich cest v grafech.

Zbyva domyslet, jak kromé délky NRP nalézt i posloupnost samu. K tomu
ndm pomize, ze kdykoliv jsme spoéitali T'[¢], ulozili jsme do P[é] index druhého
prvku pfislugné optimalni podposloupnosti (prvnim prvkem je vzdy «;). Proto PJ0]
fikd, jaky prvek je v optimalnim FeSeni celé tlohy prvni, P[P[0]] udava druhy a tak
déle. Opét to funguje analogicky s hledanim nejkratsi cesty tfeba prohledavanim do
$irky: tam jsme si pamatovali pfedchidce kazdého vrcholu a pak zpétnym prichodem
rekonstruovali cestu.
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Grafovy pohled

Podobnost s hledanim cest v grafech neni ndhodné — celou na$i tlohu totiz mu-
zeme preformulovat do Feci grafii. Sestrojime orientovany graf, jehoz vrcholy budou
prvky xg,...,Tp41, priCemz dodefinujeme zg = —0c0 a x,4+1 = +o0o. Hrana povede
z z; do x; tehdy, mohou-li z; a x; sousedit v rostouci podposloupnosti, ¢ili pokud
i < j a soudasné z; < z;. (Na obrazku tyto hrany vedou ,doprava nahoru®.)

Obr. 1.3: Graf reprezentujici posloupnost
—00,1,13,7,15,10, 400 a jedna z nejdelSich cest

Kazda rostouci podposloupnost pak odpovida néjaké cesté v tomto grafu. Chce-
me proto nalézt nejdelsi cestu. Ta bez ijmy na obecnosti zac¢ina v g a konci v o, 4.

N4s graf ma ©(n) vrcholtt a O(n?) hran. Navic je acyklicky a a potadi vrcholt
T0, .-, Tny1 je topologické. Nejdelsi cestu tedy miZzeme najit v dase O(n?) indukei
podle topologického uspotfddani (podrobnéji viz oddil 7?).

Vysledny algoritmus je pfitom naramné podobny nasemu NRP2: vnéjsi cyklus
prochézi pozpatku topologickym poradim, vnit¥ni cyklus zkoumé hrany z vrcholu z;
a T'[i] miZzeme interpretovat jako délku nejdelsi cesty z x; do x,1. To je pomérné
typické: dynamické programovéani je ¢asto ekvivalentni s hledanim cesty ve vhodném
grafu. Nékdy je jednodussi nalézt tento graf, jindy zase k algoritmu dojit ,pfevra-
cenim*“ rekurze.

Rychlejsi algoritmus

Kvadratické fesenti je jisté lepsi nez exponencialni, ale mtizeme ho jesté zrychlit.
Vybér maxima hrubou silou totiz mizeme nahradit pouzitim sikovné datové struk-
tury. Ta si bude pro vSechna zpracovana x; pamatovat dvojice (z;,T[i]), pfi¢emz
x; slouzi jako kli¢ a T'[i] jako hodnota pfifazena tomuto kli¢i.
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Algoritmus NrRP2 v kazdém prichodu vnéjsiho cyklu uvazuje jedno x;. Vypocet

vnitiniho cyklu odpovida tomu, ze v datové struktufe hleddme nejvétsi z hodnot
pfifazenych kli¢im z intervalu (z;, +00). Néasledné vlozime novou dvojici s klicem x;.
Jednoduchd modifikace vyvéazenych vyhledévacich stromt (cviceni ??) zvladdne obé
tyto operace v ¢ase O(logn). (Technicky detail: Nage klice se mohou opakovat. Tehdy
staél zapamatovat si nejvétsi z hodnot.)

Jeden pruchod vnéjsiho cyklu pak zvladneme v ¢ase O(logn), takze cely algo-

ritmus pobézi v O(nlogn). Jiny stejné rychly algoritmus odvodime ve cviceni

Cviceni

1.

Kopcem nazveme podposloupnost, kterd nejprve roste a pak klesa. Vymyslete
algoritmus, ktery v zadané posloupnosti nalezne nejdelsi kopec.

NRP nemusi byt jednozna¢né urcena. Jak spocitat, kolik riznych NRP obsahuje
zadana posloupnost?

Pokud existuje vice NRP, jakou vyznacnou vlastnost méa ta, kterou najde algo-
ritmus NRP2?

Prozkoumejme jiny pristup ke hledani nejdelsi rostouci podposloupnosti. Za-
danou posloupnost budeme prochéazet zleva doprava. Pro jiz zpracovanou ¢ast
si budeme udrzovat ¢isla K[i] uddvajici, jakou nejmensi hodnotou mtize koncit
rostouci podposloupnost délky i. Nahlédnéte, ze K[i] < K[i + 1]. Ukazte, Ze
roz§ifime-1i vstup o dalsi prvek z, zméni se O(1) hodnot K[i] a k jejich nalezeni
sta¢i nalézt bindrnim vyhledavanim, kam do posloupnosti K patii x. Z toho
ziskejte algoritmus o slozitosti ©(nlogn).

Méjme posloupnost n knih. Kazda kniha ma néjakou sitku s; a vysku v;. Knihy
chceme naskladat do knihovny s néjakym poc¢tem polic tak, abychom dodrzeli
abecedni potfadi. Prvnich nékolik knih tedy ptajde na prvni polici, dalsi ¢ast na
druhou polici, a tak dale. Mame zadanou $ifku knihovny S a chceme rozmistit
police tak, aby se do nich vesly vSechny knihy a celkové byla knihovna co nejnizsi.
Tloustku polic a horni a spodni desky pfitom zanedbavame.

Podobné jako v pfedchozim cviceni chceme navrhnout knihovnu, jez pojme dané
knihy. Tentokrat ovSem mame zadanou maximéalni vysku knihovny a chceme na-
jit miniméalni moznou $itku. Pokud vam to pomuze, pfedpokladejte, Ze vSechny
knihy maji jednotkovou sitku.

Desifrovali jsme tajnou depesi, ale chybi v ni mezery. Zname vsak slovnik vSech
slov, kterd se v depesi mohou vyskytnout. Chceme tedy rozdélit depesi na co
nejméné slov ze slovniku.

Grafovy pohled na dynamické programovani funguje i pro Fibonacciho ¢cisla.
Ukazte, jak pro dané n sestrojit graf na O(n) vrcholech, v némz bude existo-
vat pravé F;, cest ze startu do cile. Jak tento graf souvisi se stromem rekurze
algoritmu F1B?
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1.3. Editaéni vzdalenost

Pokud ve slové koule udélame preklep, vznikne boule, nebo tfeba kdoule.

Kolik preklept je potfeba, aby z poutnika vznikl potemnik? Podobné otazky vedou
ke zkoumani editacni vzdalenosti fetézcii nebo obecné posloupnosti.
Definice: Editacni operaci na fetézci nazveme vloZeni, smazani nebo zménu jednoho
znaku. Editacni vzddlenost® fetézet x = z1...2, a y = Y1 ...Ym udavé, kolik
nejméné editacnich operaci je potieba, abychom z prvniho fetézce vytvorili druhy.
Budeme ji znacit L(z,y).

V nejkratsi posloupnosti operaci se kazdého znaku tyka nejvyse jedna editacni
operace, takze operace lze vzdy usporadat ,zleva doprava“. Muzeme si tedy pred-
stavit, ze prochazime Tetézcem x od zacatku do konce a postupné ho pretvafime na
Tetézec y.

Rekurzivni FeSeni

Zkusme rozlisit pripady podle toho, jaka operace nastane v optimalni posloup-
nosti na samém zacatku retézce:

e Pokud z; = y;, mizeme prvni znak ponechat beze zmény. Tehdy
L(z,y) = L(za...Tn, Y2 - Ym)-

e Znak x; zménime na y;. Pak L(z,y) =1+ L(xa... Tp,y Y2 - - Ym)-

e Znak x; smazeme. Tehdy L(z,y) =1+ L(za ... Tp, Y1 .- - Ym)-

e Na zacéatek vlozime y;. Tehdy L(z,y) =1+ L(z1 ... Tn, Y2 - - - Ym)-

Pokazdé tedy L(x,y) zavisi na vzdéalenosti néjakych suffizd fetézct x a y. Kdy-
bychom tyto vzdalenosti znali, mohli bychom snadno rozpoznat, ktera z uvedenych
¢tyf moznosti nastala — byla by to ta, z niz vyjde nejmensi L(zx,y).

Pokud vzdalenosti suffixii nezname, vypocitame je rekurzivné. Zastavime se
v pripadech, kdy uz je jeden z fetézct prazdny — tehdy je evidentné vzdalenost
rovna délce druhého fetézce.

Z toho vychazi nésledujici algoritmus. Pro vypocet L(z,y) postaci zavolat
EpIr(1,1).

Algoritmus EDIT(4, j) (editacni vzdalenost fetézct rekurzivng)

Vstup: Retézce x; ...z, a Yj-Ym

1. Pokud ¢ > n, vratime m — j + 1. < jeden z Tetézci uZ skoncil
2. Pokud j > m, vratime n —¢ + 1.

3. L, + EpiT(i +1,5+1) < ponechdni ¢i zména znaku
4. Pokud z; # y;: £, + £, + 1.

5. 45+ EpIT(i + 1, 7) Q4 smazdni znaku
6. ¢, < EDIT(3,j + 1) < vloZent znaku

() Nékdy téz Levenstejnova vzddlenost podle Vladimira Josifovi¢e Levenstejna, kte-
ry ji zkoumal okolo roku 1965. Odtud znaceni L(zx,y).

8 2017-05-18



7. Vratime min(¢,, ¢, ¢,)
Vystup: Edita¢ni vzdalenost L(z; ... Zn, Y - - - Ym)

Algoritmus je zjevné korektni, nicméné miize bézet exponencialné dlouho (tfeba
pro x = y = aaa...a). Opét nds zachrani, ze funkci EDIT mtZeme zavolat jen
s (n+1)(m + 1) riznymi argumenty. Budeme si tedy keSovat, pro které argumenty
uz znédme vysledek, a znamé hodnoty nebudeme pocitat znovu. Funkce pak pobézi
jen O(nm)-krét a pokazdé spotiebuje konstantni ¢as.

Iterativni FeSeni

Pokracujme podobné jako v minulém oddilu. Oto¢ime smér vypoctu a tabul-
ku T s vysledky podproblémi budeme vypliiovat bez pouziti rekurze. Predstavime-li
si ji jako matici, kazdy prvek zavisi pouze na téch, které lezi napravo a doli od néj.
Tabulku proto miizeme vyplnovat po fadcich zdola nahoru, zprava doleva.

Tim ziskdme nasledujici jednodussi algoritmus, ktery zjevné bézi v ¢ase ©(nm).
Priklad vypoctu naleznete na obrazku m

Algoritmus EDIT2 (edita¢ni vzdalenost fetézcl iterativng)

Vstup: Retézce z1...Tn a Y1 ... Ym

1. Proi=1,...,n+ 1 polozime T[i,m + 1] «n —i+ 1.

2. Proj=1,...,m+ 1 polozime T[n+1,j] < m —j + 1.
3. Proi=mn,...,1:

4. Proj=m,..., 1

5 Je-li z; = y;: 6 + 0, jinak § 1

i

T, 5] < min(6+T[i+1,j+1),1+T[i+1,4],1+T[i,j+1))
Vystup: Editacni vzdalenost L(xy ... Zn, Y1 ... Ym) = T[1,1]

potemnik
pl344444567
01433333456
ul433222345
t1432211234
n|{543210123
i1654321012
k|765432101

876543210

Obr. 1.4: Tabulka T pro slova poutnik a potemnik

Grafové reSeni

Editac¢ni vzdéalenost mizeme také popsat pomoci vhodného orientovaného grafu
(obrazek E) Vrcholy budou odpovidat moznym pozicim v obou fetézcich. Budou
to tedy dvojice (i,j), kde 1 <i<n+1al<j<m+ 1 Hrany budou popisovat
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mozné operace: z vrcholu (4, j) povede hrana do (141, 7), (¢,5+1) a (i+1,j+1). Tyto
hrany odpovidaji po fadé smazani znaku, vlozeni znaku a ponechéni/zdméné znaku.
Vsechny budou mit jednotkovou délku, pouze v pripadé ponechani nezménéného
pismene (z; = y;) bude délka nulova.

SIS SO TS S S S S

&
&
RN R S
&
&

Obr. 1.5: Graf k vypoctu editacni vzdalenosti.
Plné hrany maji délku 0, ¢arkované 1.

Kazd4 cesta z vrcholu (1, 1) do (n+1, m+1) proto odpovidé jedné posloupnosti

operaci usporadané zleva doprava, ktera z fetézce x vyrobi y. Jelikoz graf je acyklicky
a ma ©(nm) vrcholi a O(nm) hran, miZzeme v ném nalézt nejkratsi cestu indukei
podle topologického uspofadéni v ¢ase ©(nm).

Presné to ostatné déla nas algoritmus EDIT2. Indukci mizeme dokazat, ze

T1i, j] je rovno délce nejkratsi cesty z vrcholu (7,7) do (n+1,m + 1).

Cviceni

1.

4*

Dokazte, ze editacni vzdalenost L(x,y) se chova jako metrika: je vzdy nezapor-
nd, nulovd pouze pro x = y, symetrickd (L(z,y) = L(y,z)) a splituje trojihel-
nikovou nerovnost L(x,z) < L(x,y) + L(y, 2).

Algoritmus EDIT2 zabere ©(nm) bunék paméti na ulozeni tabulky T'. Ukazte,
jak spotfebu paméti snizit na ©(n + m).

Kromé edita¢ni vzdalenosti mizeme chtit spocitat i prislusnou nejkratsi po-
sloupnost editacnich operaci. V grafové interpretaci naseho algoritmu je to tri-
vidlni — prosté vypiSeme nalezenou nejkratsi cestu. Ukazte, jak to udé€lat bez
explicitniho sestrojeni grafu, tfeba pfimou tpravou algoritmu EDIT2.

I v pfedchozim cviceni si lze vystacdit s paméti ©(n + m). Existuje pékny trik
zalozeny na metodé Rozdél a panuj. Budeme hledat nejkratsi cestu v grafu
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z obrazku E Graf postaé¢i prochazet po Fadcich (to je topologické poradi),
ale obvyklé grafové algoritmy by si pro vypisovani cesty musely zapamatovat
predchtdce kazdého vrcholu. My si misto toho ulozime jen to, ve kterém sloupci
protala nejkratsi cesta z pocatku do daného vrcholu (n/2)-ty fadek. To si po-
staci pamatovat jen v okoli aktudlniho fadku. Na konci vypoctu zjistime, jaky
je prostfedni vrchol na nejkratsi cesté, takze umime problém rozdélit na dva
polovi¢éni podproblémy. Doplitte detaily a dokazte, Ze tomuto algoritmu postaci
linedrni pamét, a presto celkové pobézi v ¢ase O(nm).

byt jednodussi zjistit jejich edita¢ni vzdalenost. Nas algoritmus ovSem pokazdé
vypliiuje celou tabulku. Ukazte, jak ho zrychlit, aby pocital v éase O((n +
m)(L(z,y) +1)).

6* Jak by se vypocet editacni vzdalenosti zménil, kdybychom mezi edita¢ni operace
fadili i prohozeni dvou sousednich pismen?

7. Navrhnéte algoritmus pro nalezeni nejdelsi spolecné podposloupnosti danych
posloupnosti z1,...,2, a Y1, ..., Ym. Jak tento problém souvisi s editacni vzda-
lenosti a s grafem z obrazku @

8. Jak naopak najit nejkratsi spolecnou nadposloupnost dvou posloupnosti A a B?

Tim se mysli nejkratsi posloupnost, kterd obsahuje jako podposloupnosti jak A,
tak B.

1.4. Optimalni vyhledavaci stromy

Kdyz jsme vymysleli bindrni vyhledavaci stromy (BVS), uméli jsme zafidit, aby
zadny prvek nelezel prilis hluboko. Hned nékolik zptsobt vyvazovani nam zarucilo
logaritmickou hloubku stromu. Co kdybychom ale védéli, Ze se na nékteré prvky
budeme ptat mnohem castéji nez na jiné? Nevyplatilo by se potom umistit tyto
,oblibené“ prvky blizko ke kofeni, byt by to znamenalo dal$i prvky posunout nize?

Vyzkousejme si to se tfemi prvky. Na prvek 1 se budeme ptat celkem 10krat,
na 2 jen jednou, na 3 celkem 5krat. Obrézekmukazuje mozné tvary vyhledavaciho
stromu a jejich ceny — pocty vrcholti navstivenych béhem vSech 16 vyhledavani.
Napriklad pro prostfedni, dokonale vyvazeny strom nahlédneme pf#i hledani prvku 1
do 2 vrcholti, pti hledani 2 do 1 vrcholu a pfi hledani 3 opét do 2 vrcholi. Celkova
cena tedy ¢ini 10-2+1-1+5-2 = 31. Nasledujici strom ovSem dosahuje nizsi ceny 23,
protoze Casto pouzivana 1 lezi v kofeni.

Pojdme se na tento problém podivat obecnéji. Mame n prvki s kli¢i x1 < ... <
T, a kladnymi vahami wy, ..., w,. Kazdému bindrnimu vyhledédvacimu stromu pro
tuto mnozinu kli¢t ptidélime cenu C = ), w;-h;, kde h; je hloubka klice z; (hloubky
tentokrat pocitdme od jednicky). Chceme najit optimdlni vyhleddvaci strom, tedy
ten s nejnizsi cenou.

Rekurzivni reSeni

Predstavme si, ze ndm nékdo napovédél, jaky prvek x; se nachazi v kofeni
optimalniho stromu. Hned vime, Ze levy podstrom obsahuje klice x4, ..., x;_1 a pravy
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37 28 31 23 27
Obr. 1.6: Cena hledani v ruznych vyhledavacich stromech

podstrom klice x;41,...,2,. Navic oba tyto podstromy musi byt optimalni — jinak
bychom je mohli vymeénit za optimalni a tim cely strom zlepsit.

Pokud nadm prvek v kofeni nikdo nenapovi, vysta¢ime si sami: vyzkouSime
vSechny moznosti a vybereme tu, kterd povede na minimélni cenu. Levy a pravy
podstrom pokazdé sestrojime rekurzivnim zavolanim téhoz algoritmu.

Ptvodni problém tedy postupné rozkladame na podproblémy. V kazdém z nich
hleddme optimélni strom pro néjaky souvisly tsek kli¢t z;, ..., z;. Zatim se spoko-
jime s tim, Ze spoéitdme cenu tohoto stromu. Tim vznikne funkce OPTSTROM(Z, j)
popsana nize.

Funkce vyzkousi vSechny mozné kotfeny, pro kazdy z nich rekurzivné spocita
optiméalni cenu ¢, levého podstromu a ¢, pravého. Zbyva domyslet, jak z téchto cen
spocitat cenu celého stromu. Vsem prvkim v levém podstromu jsme zvysili hloubku
o 1, takZe cena podstromu vzrostla o soucet vah téchto prvkd. Podobné to bude
v pravém podstromu. Navic pfibyly dotazy na kofen, ktery mé hloubku 1, takze
prispivaji k cené presné vahou kofene. Vahu kazdého prvku jsme tedy pficetli pravé
jednou, takze celkova cena stromu ¢ini ¢ + ¢, + (w; + ... + w;).

Algoritmus OPTSTROM(i, j) (cena optimélniho BVS rekurzivng)

Vstup: Klice x;,...,x; s vahami w;, ..., w;
1. Pokud ¢ > j, vratime 0. < prazdny usek ddvd prdazdny strom
2. We—w;+...+wj < celkovd vdha prvki
3. C+ 40 4 zatim nejlepsi cena stromu
4. Prok=1,...,]: < ruzné volby korene
5 c¢ + OpPTSTROM(4, K — 1) q levy podstrom
6 ¢p = OPTSTROM(k + 1, j) < pravy podstrom
7. C =min(C, ¢, + ¢y, + W) < cena celého stromu

Vystup: Cena C' optiméalniho vyhledévaciho stromu

Jako obvykle jsme napoprvé ziskali exponencialni feseni, které pujde zrych-
lit keSovanim spo¢itanych mezivysledki. Budeme-li si pamatovat hodnoty T7[i, j| =
OPTSTROM(4, j), spoéitame celkové O(n?) policek tabulky a kazdym stravime cas
O(n). Celkem tedy algoritmus pobézi v ¢ase O(n?).
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Iterativni FesSeni

Nyni obratime smér vypoctu. Vyuzijeme toho, ze odpovéd pro dany tsek zévisi
pouze na odpovédich pro kratsi tseky. Proto muzeme tabulku mezivysledku vypliio-
vat od nejkratsich tiseki k nejdelsim. Tim vznikne nésledujici iterativni algoritmus.
Oproti pfedchozimu feSeni si navic budeme pro kazdy tsek pamatovat optimélni
kofen, coz ndm za chvili usnadni rekonstrukci optiméalniho stromu.

Algoritmus OPTSTROM?2 (cena optimalniho BVS iterativng)

Vstup: Klice z1,...,x, s vahami wy,...,w,

1. Proi=1,...,n+ 1:T[i,i — 1]+ 0 < prdzdné stromy nic nestoji
2. Prol=1,...,n: < délky useki
3. Proi=1,...,n—¢+1: 4 zacdtky useki
4. j—i+l-1 < konec aktudlniho dseku
5. W—w;+...+w; < celkovd vdha useku
6. Tli, j] + +o0
7. Prok=14,...,7: < mozné koteny
8. C+Tli,k—1+Tk+1,j+W a4 cena stromu
9. Pokud C < TVi, j]: < pribéiné minimum

10. T[i,jl < C

11. Kli,j] + k

Vystup: Cena T[1,n] optimalniho stromu, pole K s optimélnimi kofeny

Spoéitejme ¢asovou slozitost. Vnitini cyklus (kroky [ az [} bézi v ¢ase O(n)
a spousti se O(n?)-kréat. To celkem davd O(n?).

Odvodit ze zapamatovanych kofenid skuteénou podobu optimalniho stromu uz
bude hracka. Kofenem je prvek s indexem r = KJ[1,n]. Jeho levym synem bude
kofen optimdlniho stromu pro usek 1,...,7 — 1, coZ je prvek s indexem K[1,r — 1],
a tak dale. Z této uvahy ihned plyne nasledujici rekurzivni algoritmus. Zavolame-li
OPTSTROMREKO(1,7n), vrati ndm cely optimalni strom.

Algoritmus OPTSTROMREKO(?, j) (konstrukece optimélniho BVS)
Vstup: Klic¢e x;, ..., x;, pole K spocitané algoritmem OPTSTROM2

1. Pokud ¢ > j, vratime prazdny strom.
2. r+ KJi, j] < kolikdty prvek je v koreni?
3. Vytvofime novy vrchol v s klicem z,.
4. Jako levého syna nastavime OPTSTROMREKO(i, 7 — 1).
5. Jako pravého syna nastavime OPTSTROMREKO(r + 1, 7).
Vystup: Optimalni vyhledavaci strom s kofenem v

Samotna rekonstrukce stravi v kazdém rekurzivnim voléni konstantni ¢as a vy-
robi pfitom jeden vrchol stromu. Jelikoz celkem vytvofime n vrchold, stihneme to
v ¢ase O(n). Celkem tedy hledanim optimélniho stromu stravime ¢as O(n?). Do-
dejme, ze existuje i kvadraticky algoritmus (cviceni ﬂ)
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wy=1 T|0123456 K|123456

we = 10 1/ 0 1 121824 2852 11122222

w3 =3 2 - 01016222650 2|-22222

wy = 3] - - 037102 3/--3336

ws=1 4l 092416 4| - 446

We = 5 - - - - 0111 5|----56
6| - - - — - 09 6|-—---- 6
|- - - - - - 0

Obr. 1.7: Ukazka vypoctu algoritmu
OPTSTROM2 a nalezeny optimalni strom

Abstraktni pohled na dynamické programovani

Na zéavér se zkusme zamyslet nad tim, co maji jednotlivé aplikace dynamického
programovani v této kapitole spolecného — tedy kromé toho, ze jsme je odvodili
z rekurzivnich algoritmt zavedenim keSovani.

Pokazdé umime najit vhodny systém podproblému — tém se casto fikd sta-
vy dynamického programovani. Zavislosti mezi témito podproblémy tvori acyklicky
orientovany graf. Diky tomu miZeme vSechny stavy prochazet v topologickém uspo-
rfadani a vzdy mit pfipraveny vSechny mezivysledky potifebné k vypoctu aktualniho
stavu.

Aby tento pfistup fungoval, nesmi byt stavi prili§ mnoho: v nasich pripadech
jich bylo linearné nebo kvadraticky. Kazdy stav jsme pak uméli spocitat v nejhire
linedrnim case, takze jsme dostali samé piijemné polynomialni algoritmy.

Nékdy mutze byt dynamické programovani zajimavé i s exponencialné mnoha
stavy. Sice pak dostaneme algoritmus o exponencidlni slozitosti, ale i ten mtze byt
rychlejsi nez jind mozné feSeni. Ptiklady tohoto typu najdete v oddilu ??.

Cviceni
1. Optimalni vyhledavaci strom mutzeme také definovat pomoci pravdépodobnosti.

Necht se na jednotlivé klice ptdme ndhodné, pricemz s pravdépodobnosti p;

se zeptame na kli¢ x;. Pocet vrcholl navstivenych pii hledéni se pak chova

jako nahodné veli¢ina se stiedni hodnotou ). p;h; (h; je opét hloubka i-tého
vrcholu). Zkuste formulovat podobny algoritmus v Fec¢i téchto stfednich hodnot.

Jak bude fungovat argument se skladanim stromu z podstromu?

2. Navrhnéte, jak rovnou pfi vypoctu vah konstruovat strom. Vyuzijte toho, Ze se
vice vrchold mtze odkazovat na tytéz podstromy.

3. Rozmyslete si, ze nastavime-li vSem prvkim stejnou vahu, vyjde dokonale vy-
vazeny strom.

4. Jak se algoritmus zméni, pokud budeme uvazovat i netispésné dotazy? Nejjed-
nodussi je predstavit si, ze vahy pridélujeme i externim vrcholim stromu, jez
odpovidaji intervalim (z;, z;4+1) mezi kli¢i.
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Co jsou v piipadé optimalnich stromii stavy dynamického programovani a jak
vypada graf jejich zavislosti?

Knuthova nerovnost: Necht K[i, j] je kofen spocitany algoritmem OPTSTROM2
pro usek z;,...,z; (je to tedy nejlevéjsi z optimalnich kofentl). Donald Knuth
dokézal, ze plati K[i,j — 1] < K[i,j] < K[i + 1, j]. Zkuste to dokézat i vy.
Rychlejsi algoritmus: Vymyslete jak pomoci nerovnosti z pfedchoziho cviceni
zrychlit algoritmus OPTSTROM2 na O(n?).

Soucin matic: Nasobime-li matice X € R*** a' Y € R**¢ podle definice, poéita-
me a-b-c soucint ¢isel. Pokud chceme spocitat maticovy soucin X x ... x X,
vysledek nezavisi na uzdvorkovéni, ale ¢asova sloZitost (méfend pro jednodu-
chost poétem souéinii ¢isel) ano. Vymyslete algoritmus, ktery stanovi, jak vyraz
uzavorkovat, abychom slozitost minimalizovali.

Minimalni triangulace: Konvexni mnohotihelnik mtzeme triangulovat, tedy roz-
fezat neprotinajicimi se ihloprickami na trojthelniky. Naleznéte takovou trian-
gulaci, aby soucet délek Tezti byl nejmensi mozny.

Optimalizace na stromech: Ukazte, ze predchozi dvé cviceni lze formulovat jako
hledéani optimalniho binarniho stromu vzhledem k néjaké cenové funkci. Rozsirte
algoritmy z tohoto oddilu, aby umély pracovat s obecnymi cenovymi funkcemi
a plynulo z nich automaticky i feseni minulych cviceni.
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