1. Toky v sitich

Posluchagdi jisté univerzity méli radi caj. Tak si fekli, ze by do kazdé prednas-
kové mistnosti mohli zavést ¢ajovod. Nemuselo by to byt komplikované: ve sklepé
velikanska cajova konvice, vSude po budové trubky. Tlustsi by vedly od konvice do
jednotlivych pater, pak by pokracovaly tenci do jednotlivych poslucharen. Jak ale
oveérit, ze potrubi ma dostateénou kapacitu na uspokojeni pozadavkid vSech ¢ajechti-
vych studenti?

s &5

Obr. 1.1: Cajovod

Podivejme se na to obecnéji: Mame sit trubek prepravujicich néjakou tekutinu.
Popiseme ji orientovanym grafem. Jeden vyznacny vrchol funguje jako zdroj tekutiny,
jiny jako jeji spotiebi¢. Hrany predstavuji jednotlivé trubky s uréenou kapacitou,
ve vrcholech se trubky setkavaji a vétvi. Mame na vybér, kolik tekutiny posleme
kterou trubkou, a prirozené chceme ze zdroje do spotiebice prepravit co nejvice.

K podobné otazce dojdeme pfi studiu prenosu dat v pocitacovych sitich. Roli
trubek zde hraji prenosové linky, kapacita rika, kolik dat linka pfenese za sekundu.
Linky jsou spojené pomoci routerii a opét chceme dopravit co nejvice dat z jednoho
mista v siti na druhé. Data sice na rozdil od ¢aje nejsou spojitd (pfendsime je po
bytech, nebo rovnou po paketech), ale pti dnesnich rychlostech pfenosu je za spojita
muZeme povazovat.

V této kapitole ukazeme, jak sité a toky formalné popsat a predvedeme nékolik
algoritmu na nalezeni nejvétsiho mozného toku. Také ukazeme, jak pomoci toki resit
jiné, zdanlivé nesouvisejici ulohy.

1.1. Definice toku

Definice: Sit je uspoiadand pétice (V, E, z, s, ¢), kde:
e (V, E) je orientovany graf,
ec:F— ]Rar je funkce prifazujici hrandm jejich kapacity,
® 2 s € V jsou dva rizné vrcholy grafu, kterym fikame zdroj a stok
(neboli spotrebic).

Podobné jako v predchozich kapitolach budeme pocet vrcholt grafu znacit n a pocet
hran m.
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Mimo to budeme ¢asto predpokladat, ze graf neobsahuje izolované vrcholy a je
symetricky: je-li uv hranou grafu, je ji i vu. Cinime tak bez Gjmy na obecnosti: kdyby
néktera z opacnych hran chybéla, muzeme ji pridat a prifadit ji nulovou kapacitu.
Definice: Tok v siti je funkce f : E — RJ, pro niz plati:

1. Tok po kazdé hrané je omezen jeji kapacitou: Ve € E : f(e) < ¢(e).

2. Kirchhoffiv zdkon: Do kazdého vrcholu pfitece stejné, jako z néj

odtece (,,sit tésni*). Vyjimku muZe tvofit pouze zdroj a spotiebic.
Formalné:

Vo e V\{zs}: Z fluv) = Z f(vu).

wuveE uvueE

Obr. 1.2: Nalevo sit, napravo tok v ni o velikosti 16

Sumy podobné tém v Kirchhoffové zidkoné budeme pséat casto, tak pro né za-
vedeme sikovné znaceni:

Definice: Pro libovolnou funkci f : F — R definujeme:
® [T(v) =3 wwer f(uv)  (celkovy pritok do vrcholu)
® f7(v) = oucr f(vu)  (celkovy odtok z vrcholu)
o fA(W):= ft()— f~(v)  (prebytek ve vrcholu)
Kirchhoffiiv zdkon pak Fika prosté to, Ze f2(v) = 0 pro vsechna v # z, s.

Definice: Velikost toku f oznacime |f| a bude rovna piebytku spotfebice f2(s). Rika
nam tedy, kolik tekutiny pfitece do spotiebice a nevrati se zpét do sité.

Jelikoz sit t&sni, mélo by byt jedno, zda velikost toku méfime u spotiebide,
nebo u zdroje. Vskutku — prebytky zdroje a spottfebice se lisi pouze znaménkem:
Lemma: f2(z2) = —f2(s).

Diikaz: Uvazime soucet prebytki vSech vrchola
S=>"fAu).
v

Podle Kirchhoffova zakona muze prebytek nenulovy pouze ve zdroji a spotiebici,
takZe tato suma musi byt rovna f2(z) + f2(s). Soucasné ale musi byt nulova: je to
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totiz soucet néjakych kladnjch a zadpornych tokt po hranach, pri¢emz kazda hrana
prispé&je jednou kladné (ve vrcholu, do kterého vede) a jednou zdporné (ve vrcholu,
odkud vede). O

Poznamka: KdyZ vyslovime néjakou definici, méli bychom se ujistit, Zze definovany
objekt existuje. S tokem jako takovym je to snadné: definici toku spliuje v libovolné
siti vSude nulova funkce. Maximalni tok je ale o8idnéjsi: i v jednoduché siti mizeme
najit nekone¢né mnoho rtznych toki. Neni tedy a priori jasné, ze néjaky z nich musi
byt nejvétsi. Zde by pomohla matematickd analyza (cviceni E), ale my na to radéji
ptjdeme konstruktivné — pfedvedeme algoritmus, jenz maximéalni tok najde. Nejprve
se nam to podari pro racionalni kapacity, pozdéji pro libovolné realné.

Cviceni

1. Nase definice toku v siti aplné nepostihuje ,¢ajovy* priklad z tvodu kapitoly:
v ném totiz bylo vice spotfebicti. Ukazte, jak takovy pfiklad pomoci naseho
modelu toki popsat.

2. Dopliite detaily do nasledujiciho diikazu existence maximalniho toku: Uvazme
mnozinu vSech tokid coby podprostor metrického prostoru R”. Tato mnozina je

omezena a uzaviena, tedy je kompaktni. Velikost toku je spojita funkce z této
mnoziny do R, procez musi nabyvat minima i maxima.

1.2. Forduv-Fulkersoniv algoritmus

Nejjednodussi z algoritm® na hledani maximélniho toku je zaloZen na pros-
té myslence: zacneme s nulovym tokem a postupné ho vylepSujeme, az dostaneme
maximalni tok.

Uvazujme, jak by vylepSovani mohlo probihat. Necht existuje cesta P ze z do s
takova, ze po vSech jejich hranach tece méné, nez dovoluji kapacity. Takové cesté
budeme fikat zlepsujici, protoze po ni mizeme tok zvétsit. Zvolime

¢ :=min (c(e) — f(e))

ecP

a tok po kazdé hrané cesty zvysime o . Pfesnégji feceno, definujeme novy tok f’
takto:
/v | fle)+€e proeeP
e '_{f(e) proe & P

Oveiime, ze f' je opét korektni tok: Kapacity nepfekrocime, nebot € jsme zvolili nej-
vetsi, pro néz se to jesté nestane. Kirchhoffovy zakony ztistanou neporuseny, jelikoz
zdroj a stok nijak neomezuji a kazdému jinému vrcholu na cesté P se zvétsi o € jak
pritok f*(v), tak odtok f~(v). Ostatnim vrcholiim se piebytek nezménil. Také si
v§imneme, Ze velikost toku stoupla o ¢.

Napriklad v toku na obrazku E milzeme vyuzit cestu zbcs a poslat po ni
1 jednotku.
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Tento postup mtizeme opakovat, dokud existuji néjaké zlepsujici cesty, a ziska-
vat ¢im dal vétsi toky.

A7z zlepSujici cesty dojdou (pominime na chvili, jestli se to skuteéné stane),
bude tok maximalni? Pfekvapivé ne vzdy. Uvazujme napiiklad sif s jednotkovymi
kapacitami nakreslenou na obrzizkum Najdeme-li nejdiive cestu zabs, zlepsime po
ni tok o 1. Tim dostaneme tok z levého obrazku, ve kterém uz zadna dalsi zlepsujici
cesta neni. Jenze jak ukazuje pravy obrazek, maximalni tok ma velikost 2.

b b

Obr. 1.3: Algoritmus v tzkych (vSude ¢ = 1)

Tuto prekérni situaci by zachranilo, kdybychom mohli poslat tok velikosti 1
proti sméru hrany ab. Pak bychom tok z levého obrazku zlepsili po cesté zbas a ziskali
bychom maximéalni tok z pravého obrazku. Posilat proti sméru hrany ve skutecnosti
nemuzeme, ale stejny efekt bude mit odecteni jednic¢ky od toku po sméru hrany.

Rozsitime tedy nas algoritmus, aby byl ochoten nejen pri¢itat po sméru hran,

ale také odcitat proti sméru. Pokud chceme zvysit tok z v do v, mizeme pricist
k f(uv) nejvyse c(uv) — f(uv), abychom nepiekroéili kapacitu. Podobné odecist
od f(vu) smime nejvySe f(vu), abychom nevytvofili zdporny tok. Souétu téchto
dvou moznych zlepSeni se fika rezerva:
Definice: Rezerva hrany uv je ¢islo r(uv) := c(uv) — f(uv) + f(vu). Hrané s nulovou
rezervou budeme fikat nasycend, hrané s kladnou rezervou nenasycend. O cesté
fekneme, ze je nasycend, pokud je nasycend alespon jedna jeji hrana; jinak maji
v8echny hrany kladné rezervy a cesta je nenasycend.

Roli zlepsujicich cest tedy budou hrat nenasycené cesty. Budeme je opakované
hledat a tok po nich zlepSovat. Tim dostaneme algoritmus, ktery objevili v roce 1954
Lester Ford a Delbert Fulkerson.

Algoritmus FORDFULKERSON
Vstup: Sit (V, E, ¢, z, s)
1. f « libovolny tok, napi. vSude nulovy
2. Dokud existuje nenasycena cesta P ze z do s, opakujeme:
3. ¢ < min{r(e) | e € P} q spocitdme rezervu celé cesty
Pro vSechny hrany uv € P:
0 + min{f(vu),e} < kolik miZeme odecist v protisméru
fou) < f(ou) —
7. fuv) < fluv)+e—=9¢ q zbytek pricteme po smeéru
Vystup: Maximalni tok f

o Ot
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Obr. 1.4: Fordtv-Fulkersoniiv algoritmus v feci rezerv:
vlevo tok/kapacita, vpravo rezervy a nenasycena cesta

Rozbor algoritmu

Abychom dokézali, Ze algoritmus vyd4 maximélni tok, nejprve si musime ujas-
nit, ze se vzdy zastavi. Nemohlo by se tieba stat, ze bude tok bude riist donekonecna
o stale mensi a mensi hodnoty?

e Paklize jsou vSechny kapacity cela ¢isla, vypoctené toky budou také
celociselné. Velikost toku se proto v kazdém kroku zveétsi alesponi
o 1 a algoritmus se zastavi po nejvyse tolika krocich, kolik je néjaka
horni mez pro velikost maximalniho toku — napf. soucet kapacit
v8ech hran vedoucich do stoku. (O moc rychlejsi ale byt nemusi,
jak uvidime ve cviceni [i])

e Pro raciondlni kapacity vyuzijeme jednoduchy trik. Necht M je
nejmensi spoleény nasobek jmenovatelti vSech kapacit. Spustime-li
algoritmus na sit s kapacitami ¢/(e) = ¢(e) - M, bude se rozhodovat
stejné jako v pivodni siti, protoze bude stéle platit f'(e) = f(e)- M.
Nov4 sit je pFitom celociselnd, takze se algoritmus jisté zastavi.

® Na siti s iracionalnimi kapacitami se algoritmus mutze chovat di-
voce: nemusi se zastavit, ba ani nemusi konvergovat ke spravnému
vysledku (cviceni f).

Pro celociselné a racionalni kapacity se tedy algoritmus zastavi a vyda jako
vysledek néjaky tok f. Abychom dokézali, Ze tento tok je maximalni, povolame
na pomoc Fezy. Definujeme je podobné jako v kapitole o miniméalnich kostrach, ale
tentokrat pro orientované grafy se zdrojem a stokem.

Definice: Pro libovolné dvé mnoziny vrcholi A a B ozna¢ime E(A, B) mnozinu hran
vedoucich z A do B, tedy F(A,B) := EN (A x B). Je-li ddle f né&jakd funkce
prifazujici hranam ¢isla, oznac¢ime:

* f(A,B) =3 cpanp) f(e) (tok z A do B)

o fA(A,B):= f(A,B) — f(B,A) (¢isty tok z A do B)
Definice: Rez (pfesndji feceno elementdrni vez, viz cviéeniE) je mnozina hran, kterou
lze zapsat jako E(A, B) pro n&jaké dvé mnoziny vrcholi A a B. Tyto mnoZiny musi
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byt disjunktni, musi dohromady obsahovat vSechny vrcholy a navic v A musi leZet
zdroj a v B stok. Mnoziné A budeme fikat levd mnoZina fezu, mnoziné B pravd.
Kapacitu tezu definujeme jako soucet kapacit hran zleva doprava, tedy c(A, B).

Lemma: Pro kazdy fez E(A, B) a kazdy tok f plati f2(A, B) = |f].

Diikaz: Opét Sikovné seCteme piebytky vrcholi:

FAAB) =) 2 () = f2(s).

veEB

Prvni rovnost ziskdme pocitanim pres hrany: kazda hrana vedouci z vrcholu v B
do jiného vrcholu v B k sumé prispéje jednou kladné a jednou zaporné; hrany lezici
zcela mimo B neprispéji viibec; hrany s jednim koncem v B a druhym mimo pfispéji
jednou, pfi¢emz znaménko se bude lisit podle toho, ktery konec je v B. Druha rovnost
je snadnéa: vSechny vrcholy v B kromé spotiebi¢e maji podle Kirchhoffova zdkona
nulovy prebytek a zdroj v B nelezi. O

Poznamka: Ptivodni definice velikosti toku coby pfebytku spotiebice je specidlnim
pfipadem pfedchoziho lemmatu — méfi tok pies fez E(V \ {s}, {s}).

Dusledek: Pro kazdy tok f a kazdy fez E(A, B) plati |f| < ¢(A4, B). Jinak feceno,
velikost kazdého toku je shora omezena kapacitou kazdého fezu.

Dikaz: | f| = fA(A, B) = f(A,B) — J(B,A) < [(A, B) < c(A, B). O

Dusledek: Pokud |f| = ¢(A4, B), pak je tok f maximélni a fez E(A, B) minimalni
(s nejmensi moznou kapacitou). Velikost toku f totiZ nelze zvétsit nad kapacitu Fezu
E(A, B), zatimco fez E(A, B) nejde zmensit pod velikost toku f.

Takze pokud najdeme k néjakému toku stejné velky fez, mizeme Tez pouzit
jako certifikdt maximality toku a tok jako certifikdt minimality fezu. Nasledujici
lemma nam zaruci, ze takovou dvojici toku s fezem vzdy najdeme.

Lemma: Pokud se Fordtuv-Fulkersontv algoritmus zastavi, vyda maximalni tok.

Diikaz: Necht se algoritmus zastavi. Uvazme mnoziny vrchold A := {v € V |
existuje nenasycena cesta ze z do v} a B := V \ A. Situaci sledujme na obrazku [CJ

Vsimneme si, Zze mnozina E(A, B) je fez: Zdroj z leZi v A, protoze ze z do z
existuje cesta nulové délky, ktera je tim padem nenasycend. Spotiebi¢ musi lezet
v B, nebot jinak by existovala nenasycend cesta ze z do s, tudiz by algoritmus jesté
neskon¢il.

Dale vime, Ze vSechny hrany fezu maji nulovou rezervu: kdyby totiz pro néjaké
u € A av € B méla hrana wv rezervu nenulovou (nebyla nasycend), spojenim
nenasycené cesty ze zdroje do u s touto hranou by vznikla nenasycena cesta ze zdroje
do v, takZe vrchol v by také musel lezet v A, a nikoliv v B.

Proto po vSech hranach fezu vedoucich z A do B tele tok rovny kapacité
hran a po hranich z B do A netece nic. Nalezli jsme tedy fez E(A, B), pro néjz
f2(A, B) = c¢(A, B). To znamena, 7e tento fez je minimalni a tok f maximalni. O
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Obr. 1.5: Situace po zastaveni F.-F. algoritmu.
Nalevo tok/kapacita, napravo rezervy, v obou
obréazcich vyznacen minimalni fez F(A, B).

Poznamka: Kdyby pfisel kouzelnik a rovnou ze svého klobouku vytahl maximalni tok,
jen tézko by skeptické publikum presvédcéoval o jeho maximalité. Forduv-Fulkersontv
algoritmus to ma snaz$i: k toku vyda i certifikdt jeho maximality, totiz prislusny
minimélni fez. To, Ze tok i ez jsou korektni a Ze jejich velikosti se rovnaji, mize
publikum ovéfit v linearnim case.

Nyni kone¢né mutzeme vyslovit vétu o spravnosti Fordova-Fulkersonova algo-
ritmu:

Véta: Pro kazdou sif s raciondlnimi kapacitami se Fordiv-Fulkersoniiv algoritmus
zastavi a vyda maximalni tok a minimalni fez.

Disledek: Sit s celo¢iselnymi kapacitami mé aspori jeden z maximalnich toki celo-
¢iselny a Fordiv-Fulkersontv algoritmus takovy tok najde.

Diikaz: KdyZ dostane Fordiav-Fulkersoniiv algoritmus celoéiselnou sit, najde v ni
maximalni tok. Tento tok bude jisté celociselny, protoze algoritmus ¢isla pouze s¢itéa,
odecita a porovnava, takze nemuze nikdy z celych ¢isel vytvorit necela. O

To, ze umime najit celociselné feseni, neni viibec samoziejmé. U mnoha pro-
blému je racionalni varianta snadnd, zatimco celo¢iselnd velmi obtiZzna (viz t¥eba
celo¢iselné linedrni rovnice v kapitole ??). Ted si ale chvili uzivejme, Ze toky se
v tomto ohledu chovaji pékné.

Cviceni

1. Najdeéte priklad sité s nejvysSe 10 vrcholy a 10 hranami, na niz Fordav-Fulker-
sonuv algoritmus provede vice nez milion iteraci.

2X* Najdste sif s redlnymi kapacitami, na niz Fordiv-Fulkersoniiv algoritmus nedo-

béhne. Lze dokonce zafidit, aby k maximalnimu toku ani nekonvergoval.

3. Navrhnéte algoritmus, ktery pro zadany orientovany graf a jeho vrcholy u a v

nalezne nejvétsi mozny systém hranové disjunktnich cest z v do v.

4. Upravte algoritmus z predchoziho cviceni, aby nalezené cesty byly dokonce vr-
cholové disjunktni (aZ na krajni vrcholy).

5.  Obecna definice fezu fiké, ze fez je mnozina hran grafu, po jejimz odebrani
se graf rozpadne na vice komponent (pfipadné méme-li uréeny zdroj a stok,
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skonéi oba v riznych komponentéch). Srovnejte tuto definici s nasi definici ele-
mentarniho fezu. Ukazte, Ze existuji i neelementarni fezy. Také ukazte, ze jsou-li
kapacity vSech hran kladné, pak kazdy minimalni fez je elementarni.

6. Profesor Forderson si precetl zacatek tohoto oddilu a pokusil se chybny algorit-
mus (ktery zlepSuje tok pouze po sméru hran) zachrénit tim, Ze bude vybirat
nejkratsi zlepsujici cesty. Ukazte, Ze zlepSovdk pana profesora nefunguje!

7. Pokracujme ve vynalezech profesora Fordersona z piredchoziho cviceni. Existuje
vibec néjakéd posloupnost zlepsujicich cest po sméru hran, ktera vede k maxi-
malnimu toku? Pokud ano, plati to i pro posloupnost nejkratsich zlepsujicich
cest?

8* Pro dany neorientovany graf naleznéte co nejvétsi k takové, ze graf je hranové
k-souvisly. (To znamena, Ze je souvisly i po odebrani nejvyse k — 1 hran.)

9** P¥imocard implementace Fordova-Fulkersonova algoritmu bude nejspis graf pro-

hledavat do sitky, takze vzdy najde nejkratsi nenasycenou cestu. Pak prekvapive
plati, Zze algoritmus zlepsi tok jen O(nm)-krat, nez se zastavi. Navod k dikazu:
Necht ¢(u) je vzdalenost ze zdroje do vrcholu u po nenasycenych hranach. Nej-
prve si rozmyslete, Ze ¢(u) béhem vypoétu nikdy neklesa. Pak dokazte, Ze mezi
dvéma nasycenimi libovolné hrany uv se musi £(u) zvysit. Proto kazdou hranu
nasytime nejvyse O(n)-krat.

1.3. Nejvétsi parovani v bipartitnich grafech

Problém maximalniho toku je zajimavy nejen sam o sobé, ale také tim, ze
na néj muzeme elegantné prevadét jiné problémy. Jeden takovy si ukdzeme a rovnou
pfi tom vyuzijeme celo¢iselnost.

Definice: Mnozina hran F C E se nazyva pdrovant, jestlize zadné dvé hrany této
mnoziny nemaji spolecny vrchol. Velikosti parovani myslime pocet jeho hran.

Péarovani v bipartitnich grafech ma zjevné aplikace: Jednu partitu mize tvorit
tFfeba mnozina mlsount, druhou mnozina zakuski a hrany ¥ikaji, kdo mé na co chut.
Parovani pak odpovida tomu, Ze mlsountim rozdame jejich oblibené zakusky tak, aby
zadny mlsoun nedostal dva a zadny zédkusek nebyl snéden vicekrat. P¥irozené chceme
nalézt parovani o co nejvice hranach.

Méjme tedy néjaky bipartitni graf (V, E). Pfetvofime ho na sit (V', E’, z, s, ¢)
nasledovné:
® Nalezneme partity grafu, budeme jim fikat levd a pravd.
® Vsechny hrany zorientujeme zleva doprava.
® Priddme zdroj z a vedeme z néj hrany do vSech vrcholi levé partity.

® Piidame spotfebi¢ s a vedeme do néj hrany ze vSech vrcholt pravé
partity.

® Vsem hrandm nastavime jednotkovou kapacitu.
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Obr. 1.6: Hledani nejvétsiho parovani v bipartitnim grafu.
Hrany jsou orientované zleva doprava a maji kapacitu 1.

Nyni v této siti najdeme maximalni celociselny tok. Jelikoz vSechny hrany maji
kapacitu 1, musi po kazdé hrané téci bud 0 nebo 1. Do vysledného parovani vlozime
pravé ty hrany ptivodniho grafu, po kterych tece 1.

Dostaneme opravdu parovani? Kdybychom nedostali, znamenalo by to, Ze né-
jaké dvé vybrané hrany maji spolecny vrchol. Pokud by to byl vrchol pravé partity,
pak do tohoto vrcholu pritekly alesponi 2 jednotky toku, jenze ty nemaji kudy odtéci.
Analogicky pokud by se hrany setkaly nalevo, musely by z vrcholu odtéci alespon 2
jednotky, které se tam nemaji jak dostat.

Zbyvéa nahlédnout, Ze nalezené parovani je nejvétsi mozné. K tomu si staci
v§imnout, Ze z toku vytvofime péarovani o tolika hranach, kolik je velikost toku,
a naopak z kazdého parovani umime vytvorit celociselny tok odpovidajici velikosti.
Nalezli jsme bijekci mezi mnozinou vSech celoc¢iselnych tokti a mnozinou vsech paro-
vani a tato bijekce zachovava velikost. Nejvétsi tok tudiz musi odpovidat nejvétsimu
parovani.

Navic dokazeme, ze Fordtuv-Fulkersontiv algoritmus na sitich tohoto druhu pra-
cuje prekvapive rychle:

Véta: Pro sit, jejiz vSechny kapacity jsou jednotkové, nalezne Fordiiv-Fulkersoniiv
algoritmus maximalni tok v ¢ase O(nm).

Diikaz: Jedna iterace algoritmu bézi v éase O(m): nenasycenou cestu najdeme pro-
hledanim grafu do §ifky, samotné zlepSeni toku zvladneme v ¢ase linearnim s délkou
cesty. Jelikoz kazd4 iterace zlepsi tok alespon o 1, pocet iteraci je omezen velikosti
maximalniho toku, coZ je nejvyse n (uvazte fez okolo zdroje). |

Dusledek: Nejvétsi parovani v bipartitnim grafu lze nalézt v case O(nm).

Diikaz: Predvedend konstrukce vytvori z grafu sif o n’ = n + 2 vrcholech a m’ =
m + 2n hranach a spotfebuje na to éas O(m’ + n’). Pak nalezneme maximélni ce-
lo¢iselny tok Fordovym-Fulkersonovym algoritmem, coz trva O(n’'m’). Nakonec tok
v linedrnim ¢ase pfelozime na parovani. Ve dohromady trvd O(n'm’) = O(nm). O
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Cviceni

1.V rozboru Fordova-Fulkersonova algoritmu v sitich s jednotkovymi kapacitami
jsme pouzili, Ze tok se pokazdé zvétsi alespon o 1. MuzZe se stat, Ze se zvétsi vic?

2. Méjme Sachovnici r X s, z niz poli¢kozrout sezral néktera policka. Chceme na
ni rozestaveét co nejvice Sachovych vézi tak, aby se navzajem neohrozovaly. Véz

miizeme postavit na libovolné nesezrané policko a ohrozuje vSechny véze v témze
radku i sloupci. Navrhnéte efektivni algoritmus, ktery takové rozestavéni najde.

3. Situace stejna jako v minulém cviceni, ale dvé véze se neohrozuji pres sezrani
policka.

4.  Opét sachovnice po zasahu polickozrouta. Chceme na nesezranda policka rozmis-
tit kostky wvelikosti 1 x 2 policka tak, aby kazdé nesezrané policko bylo pokryto
pravé jednou kostkou. Kostky je povoleno otécet.

5% Hledani nejvétsiho parovani jsme prevedli na hleddni maximalniho toku v jis-
té siti. Prelozte chod Fordova-Fulkersonova algoritmu v této siti zpét do Feci
péarovani v ptivodnim grafu. Cemu odpovida zlepsujici cesta?

6* Podobné jako v minulém cvi¢eni preformulujte feSeni tlohy E, aby pracovalo
primo s kostkami na Sachovnici.

1.4. Dinicuv algoritmus

V kapitole E jsme ukazali, jak nalézt maximalni tok Fordovym-Fulkersonovym
algoritmem. Zacali jsme s tokem nulovym a postupné jsme ho zvétsovali. Pokazdé
jsme v siti nasli nenasycenou cestu, tedy takovou, na niz maji vSechny hrany kladnou
rezervu. Podél cesty jsme pak tok zlepsili.

Nepiijemné je, ze muze trvat velice dlouho, nez se timto zptisobem dobereme
k maximalnimu toku. Pro obecné realné kapacity se to dokonce nemusi stat vibec.

vvvvv

1970 Jefimem Dinicem. Jeho zdkladni myslenkou je nezlepSovat toky pomoci cest,
ale rovnou pomoci tokt ...

Sit rezerv

Nejprve preformulujeme definici toku, aby se ndm s ni 1épe pracovalo. Uz né-
kolikrat se nam totiz osvédcilo simulovat zvySeni prutoku néjakou hranou pomoci
snizeni pritoku opacnou hranou. To je pfirozené, nebot preneseni z jednotek to-
ku po hrané vu se chova stejné jako preneseni —x jednotek po hrané wv. To vede
k néasledujicimu popisu tok.

Definice: Kazdé hrané uv pfifadime jeji pritok f*(uv) = f(uv) — f(vu).
Pozorovani: Pritoky maji nasledujici vlastnosti:

(1) f*(uv) = —f*(vu),
(2) f*(uv) < c(uv),
(3) f*(uv) = —c(vu),
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(4) pro vSechny vrcholy v # z,s plati >, . cp f*(uv) = 0.

Podminka (3) pfitom plyne z (1) a (2). Suma ve (4) neni nic jiného nez vztah pro
piebytek f2(v) prepsany pomoci (1).

Lemma P (o priutoku): Nechtf funkce f* : E — R spliiuje podminky (1), (2) a (4).
Potom existuje tok f, jehoZ priutokem je f*.

Diikaz: Tok f uréime pro kazdou dvojici hran uv a vu zvlast. Predpokladejme, Ze
f*(uv) > 0; v opa¢ném piipadé vyuZijeme (1) a u prohodime s v. Nyni sta¢i polozit
flw) := f*(uv) a f(vu) := 0. Diky vlastnosti (2) funkce f nepfekracuje kapacity,
diky (4) pro ni plati Kirchhofftiv zakon. O

Dusledek: Misto tokt tedy staci uvazovat pritoky hranami. Tim se ledacos formalné
zjednodusi: piebytek f2(v) je prostym souctem priitoktt hranami vedoucimi do v,
rezervu r(uv) muZzeme zapsat jako c(uv) — f*(uv). To ndm pomuZe k zobecnéni
zlepsujicich cest z Fordova-Fulkersonova algoritmu.
Definice: Sit rezerv k toku f v siti S = (V, E, z,s,¢) je sit R(S, f) := (V,E, z,s,7),
kde r(e) je rezerva hrany e pii toku f.
Lemma Z (o zlepSovani toku): Pro libovolny tok f v siti S a libovolny tok g v siti
R(S, f) lze v ¢ase O(m) nalézt tok h v siti S takovy, ze |h| = |f| + |g].
Diikaz: Toky piimo sc¢itat nemuizeme, ale prutoky po jednotlivych hranach uz ano.
Pro kazdou hranu e polozime h*(e) := f*(e) + g*(e). Nahlédnéme, Ze funkce h* mé
vS8echny vlastnosti vyzadované lemmatem P.

(1) Jelikoz prvni podminka plati pro f* i g*, plati i pro jejich soudet.

(2) Vime, ze g*(uv) < r(uv) = c(uv) — f*(uv), takze h*(uv) = f*(uv)+

g* (uv) < c(uw).

(4) Kdyz se sectou pritoky, sectou se i prebytky.

Zbyvé dokazat, ze se spravné secetly velikosti tokid. K tomu si sta¢i uvédomit,
ze velikost toku je pfebytkem spotiebice a prebytky se secetly. (|
Poznamka: ZlepSeni po nenasycené cesté je specidlnim piipadem tohoto postupu —
odpovida toku v siti rezerv, ktery je konstantni na jedné cesté a vSude jinde nulovy.

Dinicav algoritmus

Dinictiv algoritmus zacne s nulovym tokem a bude ho vylepsovat pomoci né-
jakych pomocnych tokt v siti rezerv, az se dostane k maximalnimu toku. Pocet po-
tfebnych iteraci pfitom bude zaviset na tom, jak ,,vydatné“ pomocné toky sezeneme
— na jednu stranu bychom chtéli, aby byly podobné maximalnimu toku, na druhou
stranu jejich vypoctem nechceme travit prili§ mnoho ¢asu. Vhodnym kompromisem
jsou tzv. blokujici toky:

Definice: Tok je blokugjict, jestliZze na kazdé orientované cesté ze zdroje do spotiebice
existuje alespon jedna hrana, na niz je tok roven kapacite.

Blokujici tok ale nebudeme hledat v celé siti rezerv, nybrz jen v podsiti tvorené
nejkratsimi cestami ze zdroje do spotiebice. Mizeme si predstavit, ze provadime
najednou mnoho iteraci Fordova-Fulkersonova algoritmu pro vSechny nejkratsi cesty.
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Definice: Sif je vrstevnatda (procisténa), pokud vSechny jeji vrcholy a hrany lezi
na nejkrat$ich cestach ze z do s. (Abychom vyhovéli nasi definici sité, musime ke kaz-
dé takové hrané pridat hranu opac¢nou s nulovou kapacitou, ale ty algoritmus nebude
pouzivat a ani udrzovat v paméti.)

Zaklad Dinicova algoritmu vypada takto:

Algoritmus DINIC
Vstup: Sit (V, E, ¢, z, s)

1.
2.
3.
4.
5

6.
7.

8

f < nulovy tok
Opakujeme:
Sestrojime sif rezerv R a smaZeme hrany s nulovou rezervou.
¢ < délka nejkratsi cesty ze z do s v R
Pokud zadna takova cesta neexistuje, zastavime se a vratime
vysledek f.
Procistime sit R.
g < blokujici tok v R
ZlepSime tok f pomoci g.

Vystup: Maximalni tok f

Nyni je potfeba domyslet c¢isténd sité. Situaci mtzeme sledovat na obrézkum
Sit rozdélime na vrstvy podle vzdalenosti od zdroje. Hrany vedouci uvnitf vrstvy
nebo do minulych vrstev (na obrazku Sedivé) urcité nelezi na nejkratsich cestach.
Ostatni hrany vedou o pravé jednu vrstvu dopfedu, ale nékteré z nich vedou do
wslepé ulicky“ (na obrazku teckované), takze je také musime odstranit.

Obr. 1.7: Sit rozdélena na vrstvy. Sedivé a teckované
hrany béhem ¢isténi zmizi, plné ztistanou.

Procedura CISTENISITE

A ol

Rozdélime vrcholy do vrstev podle vzdalenosti od z.
Odstranime vrstvy za s (tedy vrcholy ve vzdalenosti vétsi nez £).
Odstranime hrany do pfedchozich vrstev a hrany uvniti vrstev.
Odstranime ,slepé ulicky“, tedy vrcholy s deg®*(v) = 0:
F « {v+#zs]|deg®(v) =0} Q fronta vrcholi ke smazdni
Dokud F' # ), opakujeme:
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7. Odebereme vrchol v z F.

8. Smazeme ze sité vrchol v i vSechny hrany, které do néj ve-
dou.
9. Pokud né&jakému vrcholu klesl deg®™ na 0, pFidame ho do F.

Nakonec doplnime hledani blokujiciho toku. Zacneme s nulovym tokem ¢ a bu-
deme ho postupné zlepSovat. Pokazdé najdeme néjakou orientovanou cestu ze zdroje
do stoku — to se ve vrstevnaté siti déla snadno: staci vyrazit ze zdroje a pak vzdy
nasledovat libovolnou hranu. A% cestu najdeme, tok g podél ni zlepsime, jak nejvice
to ptjde.

Pokud nyni tok na néjakych hranich dosahl jejich rezervy, tyto hrany smazeme.
Tim jsme mohli porusit procisténost — paklize né&jaky vrchol pfisel o posledni odchozi
nebo posledni pfichozi hranu. Takovych vrcholt se opét pomoci fronty zbavime a sit
docistime. Pokracujeme zlepsovanim po dalsich cestach, dokud néjaké existuji.

Procedura BrokuisiciTok
Vstup: Vrstevnatd sif R s rezervami r

1. g < nulovy tok
2. Dokud v R existuje orientovana cesta P ze z do s, opakujeme:

3. € < min.ep (r(e) — g(e))

4. Pro vSechny e € P : g(e) < g(e) +e.

5. Pokud pro kteroukoliv e nastalo g(e) = r(e), smazeme e z R.
6. Dodistime sif pomoci fronty.

Vystup: Blokujici tok g
Analyza Dinicova algoritmu

Lemma K (o korektnosti): Pokud se algoritmus zastavi, vydd maximalni tok.

Diikaz: 7 lemmatu o zlepsovani toku plyne, Ze f je stale korektni tok. Algoritmus
se zastavi tehdy, kdyZ uz neexistuje cesta ze z do s po hranach s kladnou rezer-
vou. Tehdy by se zastavil i Forduv-Fulkersontv algoritmus a ten, jak uz vime, je
korektni. ]

Nyni rozebereme casovou slozitost. Rozd€lime si k tomu Gcelu algoritmus na
fdze — tak budeme fikat jednotlivym prichodtm vnéjsim cyklem. Také budeme pted-
pokladat, Ze sit na vstupu neobsahuje izolované vrcholy, takze O(n +m) = O(m).
Lemma S (o sloZitosti fazi): Kazda faze trva O(nm).

Diikaz: Sestrojeni sité€ rezerv, mazani hran s nulovou rezervou, hledani nejkratsi cesty
i kone¢né zlepSovani toku trvaji O(m).

Cisténi sité (i se véemi docisfovanimi béhem hledani blokujictho toku) pracuje
taktéz v O(m): Smazéni hrany trvd konstantni ¢as, smazéni vrcholu po smazani
vsech incidentnich hran taktéz. Kazdy vrchol i hrana jsou smazany nejvyse jednou
za fazi.

Hledani blokujiciho toku projde nejvyse m cest, protoze pokazdé ze sité vy-
padne alesponl jedna hrana (ta, na niZ se v kroku 3 nabyvalo minimum) a uz se tam
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nevrati. Jelikoz sit je vrstevnatd, nalézt jednu cestu stihneme v O(n). Celkem tedy
spotfebujeme ¢as O(nm) plus ¢isténi, které jsme ale uz zapocitali.
Celd jedna faze proto dobéhne v éase O(m + m + nm) = O(nm). O

Zbyva urcit, kolik probéhne fazi. K tomu se bude hodit nasledujici lemmas:

Lemma C (o délce cest): Délka ¢ nejkratsi cesty ze z do s vypoctend v kroku 4
Dinicova algoritmu vzroste po kazdé fazi alespon o 1.

Diikaz: Oznacéme R; sit rezerv v i-té fazi poté, co jsme z ni smazali hrany s nulovou
rezervou, ale jesté pied proc¢isténim. Necht nejkratsi cesta ze z do s v R; je dlouhd £.

Jak se lisi R;11 od R;? Predevsim jsme z kazdé cesty délky ¢ smazali alespon
jednu hranu: kazda takova cesta totiz byla blokujicim tokem zablokovana, takze
alespoii jedné jeji hrané klesla rezerva na nulu a hrana vypadla. Zadn4 z ptivodnich
cest délky ¢ tedy jiz v R;11 neexistuje.

To ovSem nestaci — hrany mohou také pfibyvat. Pokud néjakd hrana méla
nulovou rezervu a béhem faze jsme zvysili tok v protisméru, rezerva se zvétsila
a hrana se v R; ;1 najednou objevila. Ukazeme ale, ze vSechny cesty, které tim nové
vznikly, jsou dostatec¢né dlouhé.

Rozdélme vrcholy grafu do vrstev podle vzdéalenosti od zdroje v R;. Tok jsme
zvysSovali pouze na hranich vedoucich o jednu vrstvu dopfedu, takze jediné hrany,
které se mohou v R, objevit, vedou o jednu vrstvu zpét. Jenze kazda cesta ze zdroje
do spotrebice, ktera se alespon jednou vrati o vrstvu zpét, musi mit délku alespon
£+ 2 (spotiebié je v (-té vrstvé a neexistuji hrany, které by vedly o vice nez 1 vrstvu
dopfedu). O

Dusledek: Probéhne maximélné n fazi.

Diikaz: Cesta ze z do s obsahuje nejvyse n hran, takze k prodlouzeni cesty dojde
nejvyse n-krat. ]
Véta: Dinicliv algoritmus najde maximélni tok v ¢ase O(n?m).

Diikaz: Podle pravé vysloveného dusledku probéhne nejvyse n fazi. Kazda z nich

podle lemmatu S trvd O(nm), coz davé celkovou sloZitost O(n?m). Specialné se
tedy algoritmus vzdy zastavi, takze podle lemmatu K vyda maximalni tok. O

Poznamka: Na rozdil od Fordova-Fulkersonova algoritmu jsme tentokrat nikde nevy-
zadovali racionalnost kapacit — odhad ¢asové slozitosti se o kapacity viibec neopira.
Nezavisle jsme tedy dokézali, ze i v sitich s iracionalnimi kapacitami vzdy existuje
alespon jeden maximalni tok.

V sitich s malymi celoé¢iselnymi kapacitami se navic algoritmus chova daleko
lépe, nez fika nas odhad. Snadno se da dokazat, ze pro jednotkové kapacity dobéhne
v Case O(nm) (stejné jako Forduv-Fulkersoniv). Uvedme bez dtkazu jesté jeden
silngjsi vysledek: v siti vzniklé pti hledani nejvétsiho parovani algoritmem z minulé
kapitoly Dinictiv algoritmus pracuje v ¢ase O(y/n - m).

Cviéeni

1. Vsimnéte si, ze algoritmus skon¢i tim, ze smaze vSechny vrcholy i hrany. Také
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si v§imnéte, zZe vrcholy s nulovym vstupnim stupném jsme ani nemuseli mazat,
protoze se do nich algoritmus pfi hledani cest nikdy nedostane.

Odsimululte béh Dinicova algoritmu na svém feseni cviceni
Dokazte, ze pro jednotkové kapacity Dinictiv algoritmus dobéhne v ¢ase O(nm).

Dokazte totéz pro celociselné kapacity omezené konstantou.

DAl o

Blokujici tok Ize také sestrojit pomoci prohledavani do hloubky. Pokazdé, kdyz
projdeme hranou, pfepocitame prubézné minimum. Pokud najdeme stok, vra-
cime se do kofene a upravujeme tok na hranach. Pokud narazime na slepou
ulicku, vratime se o krok zpét a smazeme hranu, po niz jsme ptisli. Doplite
detaily tak, aby ztistala zachovana ¢asova slozitost O(n?m).
6. Sestrojte vrstevnatou sif, v niz hledani blokujictho toku trva Q(nm).
Sestrojte sit, na niz Dinictv algoritmus provede Q(n) fazi.
8. Zkombinujte predchozi dvé cvifeni a vytvorte sit, na niz Dinictiv algoritmus
bézi v ¢ase Q(n?m).
9** Algoritmus t7f Indi: Blokujici tok ve vrstevnaté siti lze nalézt chytfejsim zptiso-
bem v ¢ase O(n?), &mz zrychlime cely Diniciiv algoritmus na O(n?). Nasleduje
struény popis, doplite k nému detaily.
Pro kazdy vrchol v definujme 7+ (v) jako soudet rezerv na vSech hranach ve-
doucich do v. Necht déle r~(v) je totéz pfes hrany vedouci z v a r(v) =
min(r*(v), 7 (v)) ,rezerva vrcholu“. Pokud je 7(v) vSude 0, tok uz je blokujici.
V opa¢ném piipadé opakované vybirdme nejmensi r(v) a snazime se ho vynu-
lovat. Potfebujeme tedy dopravit r(v) jednotek toku ze zdroje do v a totéz
mnozstvi z v do stoku. Popisme dopravu do stoku (ze zdroje postupujeme sy-
metricky): ve vrcholech udrzujeme plan p(w), ktery ¥ik4, kolik potfebujeme z w
dopravit do stoku. Na zacatku je p(v) = r(v) a vSechna ostatni r(w) = 0.
Prochazime po vrstviach od v ke stoku a pokazdé plan pfevedeme po hranach
s kladnou rezervou do vrcholii v dalsi vrstvé. Jelikoz r(v) < r(w) pro vSechna w,
vzdy nam to vyjde. Prabézné cistime slepé ulicky.

1.5. Goldberguv algoritmus

Predstavime si jesté jeden algoritmus pro hleddni maximélniho toku v siti,
navrzeny Andrewem Goldbergem. Bude daleko jednodussi nez Dinicuv algoritmus
z predchozi kapitoly a po par snadnych upravach bude mit stejnou, nebo dokonce
lepsi ¢asovou slozitost. Jednoduchost algoritmu bude ale vykoupena trochu slozitéj-
§im rozborem jeho spravnosti a efektivity.

Vlny, prebytky a vysky

Predchozi algoritmy zacinaly s nulovym tokem a postupné ho zlepsovaly, az se
stal maximalnim. Goldbergiv algoritmus naproti tomu zac¢ne s ohodnocenim hran,
které ani nemusi byt tokem, a postupné ho upravuje a zmensuje, az se z néj stane
tok, a to dokonce tok maximalni.

15 2017-05-18



Definice: Funkce f : £ — ]Rar je vina v siti (V) E, z, s, ¢), spliluje-li obé& nésledujici
podminky:

eVee E: f(e) <cle) (vlna neptekrodi kapacity hran),

e VeV \{zs}:f2w) >0 (pfebytek ve vrcholech je nezaporny).

Kazdy tok je tedy vlnou, ale opa¢né tomu tak byt nemusi. V pribéhu vypoctu

se tedy potifebujeme postupné zbavit nenulovych prebytkt ve vSech vrcholech kromé
zdroje a spotfebice. K tomu bude slouzit néasledujici operace:
Definice: Prevedeni prebytku po hrané uv jsme ochotni provést, pokud f2(u) > 0
a 7(uv) > 0. Probéhne tak, Ze po hrané uv posleme § = min(f* (u),r(uv)) jedno-
tek toku, podobné jako v predchozich algoritmech bud pfi¢tenim po sméru nebo
odecCtenim proti sméru.

Pozorovani: Prevedeni zméni pfebytky a rezervy nésledovné:

f (u) = f2(u) =6
Bv) = fAv) +6
( v) =r(w) -4
' (vu) = r(vu) + &

R4di bychom postupnym pievadénim vsechny piebytky pfepravili do spotie-
bice, nebo je naopak prelili zpét do zdroje. Chceme se ovSsem vyhnout prelévani
prebytkt tam a zase zpét, takze vrcholim pfiradime vysky — to budou néjaka priro-
zend Cisla h(v).

Prebytek pak budeme ochotni prevadét pouze z vyssiho vrcholu do nizsiho. Po-
kud se stane, Ze nalezneme vrchol s prebytkem, ze kterého nevede zadnéa nenasycena
hrana smérem dolii, budeme tento vrchol zvedat — tedy zvySovat mu vysku po jedné,
nez se dostane dostatecné vysoko, aby z néj prebytek mohl odtéci.

Ziskame tak nasledujici algoritmus:
Algoritmus GOLDBERG
Vstup: Sit (V,E, ¢, z, s)

1. Nastavime pocatecni vysky: < zdroj ve vysce n, ostatni ve vysce 0

2. h(z) < n
3. h(v) < 0 pro vSechny v # z
4. Vytvofime pocatecni vinu: < vSechny hrany ze z na mazimum
5. f < vsude nulova funkce
6. f(zv) + c(zv), kdykoliv zv € E
7. Dokud existuje vrchol u # z, s takovy, ze f2(u) > 0:
8. Pokud existuje hrana uwv s r(uv) > 0 a h(u) > h(v),
prevedeme prebytek po hrané uv.
9. V opacéném piipadé zvedneme u: h(u) < h(u) + 1.

Vystup: Maximalni tok f
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Analyza algoritmu*

Algoritmus je jednoduchy, ale na prvni pohled neni vidét ani to, Ze se vzdy
zastavi, natoz ze by mél vydat maximalni tok. Postupné dokdzeme nékolik invarianti
a lemmat a pomoci nich se dobereme ditkazu spravnosti a ¢asové slozitosti.

Invariant A (zakladni): V kazdém kroku algoritmu plati:

1. Funkce f je vlna.

2. Vyska h(v) zadného vrcholu v nikdy neklesa.
3. h(z)=nah(s)=0.

4. fA(s) > 0.

Diikaz: Indukei dle po¢tu prachodt cyklem (7. — 9. krok algoritmu):

® Po inicializaci algoritmu je vSe v poradku: prebytky vsech vrcholt
mimo zdroj jsou nezdporné, vysky souhlasi.
e Pii prevedeni prebytku: Z definice pfevedeni pfimo plyne, Ze nepo-
rusuje kapacity a nevytvari zaporné prebytky. Vysky se neméni.
® Pfi zvednuti vrcholu: Tehdy se naopak méni jen vysky, ale pouze
u vrcholt raznych od zdroje a stoku. Vysky navic pouze rostou. |

Invariant S (o spadu): Neexistuje hrana uv, kterd by méla kladnou rezervu a spad
h(u) — h(v) vétsi nez 1.

Dikaz: Indukci dle béhu algoritmu. Na zac¢atku maji vSechny hrany ze zdroje rezervu
nulovou a vSechny ostatni vedou mezi vrcholy s vyskou 0 nebo do kopce. V prubéhu
vypoctu by se tento invariant mohl pokazit pouze dvéma zptsoby:

® Zvednutim vrcholu u, ze kterého vede hrana uv s kladnou rezervou
a spaddem 1. Tento pfipad nemiize nastat, nebot algoritmus by dal
prednost prevedeni prebytku po této hrané pred zvednutim.

e 7ZvétSenim rezervy hrany se spadem vétsim nez 1. Toto také nemiize
nastat, nebot rezervu bychom mohli zvétsit jediné tak, ze bychom
poslali néco v protisméru — a to nesmime, jelikoz bychom prevadéli
prebytek z nizsiho vrcholu do vyssiho. (]

Lemma K (o korektnosti): Kdyz se algoritmus zastavi, f je maximalni tok.

Diikaz: Nejprve ukazeme, ze f je tok: Omezeni na kapacity spliiuje tok stejné jako
vlna, takZe postaci dokazat, Ze plati Kirchhofftv zékon. Ten poZaduje, aby prebytky
ve vSech vrcholech kromé zdroje a spotiebice byly nulové. To ovSem musi byt, protoze
nenulovy prebytek by musel byt kladny a algoritmus by se dosud nezastavil.

Zbyva zduvodnit, ze f je mazimdlni: Pro spor predpokladejme, ze tomu tak
neni. Ze spravnosti Fordova-Fulkersonova algoritmu plyne, ze tehdy musi existovat
nenasycena cesta ze zdroje do stoku. Uvazme libovolnou takovou cestu. Zdroj je
stale ve vySce n a stok ve vySce 0 (viz invariant A). Tato cesta tedy piekondvé
spad n, ale mize mit nejvyse n — 1 hran. Proto se v ni nachéazi alespon jedna hrana
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se spadem alespon 2. Jelikoz je tato hrana soucasti nenasycené cesty, musi byt sama
nenasycenda, coz je spor s invariantem S. Tok je tedy maxima&lni. (|

Invariant C (cesta do zdroje): M&jme vrchol v, jehoz prebytek f2(v) je kladny. Pak
existuje nenasycena cesta z tohoto vrcholu do zdroje.

Diikaz: Bud v vrchol s kladnym piebytkem. UvaZme mnoZinu
A = {u € V| existuje nenasycend cesta z v do u} .

Ukéazeme, ze tato mnozina obsahuje zdroj.

Pouzijeme uz mirné okoukany trik: seCteme prebytky ve vSech vrcholech mnozi-
ny A. VSechny hrany lezici celé uvnitt A nebo celé venku pfispé&ji dohromady nulou.
Staci tedy zapocitat pouze hrany vedouci ven z A, nebo naopak zvenku dovnitf.
Ziskame:

DofAw= Y fla) = Y flab) < 0.

u€A bacE(V\A,A) abeE(A,V\A)

=0 >0

Ukazeme, Ze prvni svorka je rovna nule (sledujme obrézek@). Méjme hranu ab
(a € A, b € V\ A). Ta musi mit nulovou rezervu — jinak by totiz i vrchol b pat¥il
do A. Proto po hrané ba nemiiZe nic téci.

Obr. 1.8: Situace v dikazu invariantu C

Druha svorka je evidentné nezdpornd, protoze je to soucet nezapornych ohod-
noceni hran.

Proto soucet prebytka pfes mnozinu A je mensi nebo roven nule. Zaroven vsak
v A lezi aspon jeden vrchol s kladnym piebytkem, totiz v, tudiz v A musi byt také
néjaky vrchol se zapornym prebytkem — a jediny takovy je zdroj. Tim je dokazano,
ze z lezi v A, tedy Ze vede nenasycena cesta z vrcholu v do zdroje. O
Invariant V (o vySce): Pro kazdy vrchol v je h(v) < 2n.

Diikaz: Kdyby existoval vrchol v s vyskou h(v) > 2n, mohl se do této vysky dostat
pouze zvednutim z vysky alesponn 2n. Vrchol pfitom zveddme jen tehdy, mé-li kladny
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prebytek. Dle invariantu C musela v tomto okamziku existovat nenasycena cesta z v
do zdroje. Ta nicméné prekonavala spad alespon n, ale mohla mit nejvyse n — 1
hran. Tudiz musela obsahovat nenasycenou hranu se spadem alespon 2 a mame spor
s invariantem S. |

Lemma Z (poéet zvednuti): Béhem vypodtu nastane nejvyse 2n? zvednuti.

Diikaz: 7 predchoziho invariantu plyne, Ze kazdy z m vrcholt mohl byt zvednut
nejvyse 2n-krat. |

Ted nam jesté zbyva uréit podet provedenych pievedeni. Bude se ndm hodit,
kdyz pfevedeni rozdélime na dva druhy:
Definice: Rekneme, 7e pfevedeni po hrané uv je nasycené, pokud po pievodu rezer-
va r(uv) klesla na nulu. V opatném ptipadé je nenasycené, a tehdy urcité klesne
piebytek f2(u) na nulu (to se nicméné miiZe stat i pii nasyceném pievedent).
Lemma S (nasycend pfevedeni): Nastane nejvySe nm nasycenych prevedeni.
Diikaz: Zvolime hranu uv a spocitame, kolikrat jsme po ni mohli nasycené prevést.

Po prvnim nasyceném prevedeni z u do v se vynulovala rezerva hrany ww.
V tomto okamziku muselo byt v vyse nez v, a dokonce vime, ze bylo vyse pfesné
o 1 (invariant S). Nez nastane dalsi pfevedeni po této hrané, hrana musi opét ziskat
nenulovou rezervu. Jediny zptisob, jak k tomu muze dojit, je pfevedenim Césti pie-
bytku z v zpatky do u. Na to se musi v dostat (alespori o 1) vySe nez u. A abychom
provedli nasycené prevedeni znovu ve sméru z v do v, musime u dostat (alespori o 1)
vySe nez v. Proto musime u alesponi o 2 zvednout — nejprve na droveil v a pak jesté
o 1 vyse.

Ukazali jsme tedy, ze mezi kazdymi dvéma nasycenymi pfevedenimi po hrané uv
musel byt vrchol u alespon dvakrat zvednut. Podle lemmatu V k tomu ale mohlo
dojit nejvyse n-krat za cely vypocet, takze vSech nasycenych pfevedeni po hrané uv
je nejvyse n a po vSech hranach dohromady nejvyse nm. O

Predchozi dvé lemmata jsme dokazovali ,lokdlnim* zptisobem — zvednuti jsme
pocditali pro kazdy vrchol zvlast a nasycené pievedeni pro kazdou hranu. Tento pii-
stup pro nenasycena prevedeni nefunguje, jelikoz jich lokalné muze byt velmi mnoho.
Podafi se nam vsak omezit jejich celkovy pocet.

Pouzijeme potencidlovou metodu, ktera se jiz osvédcila pfi amortizované ana-
Iyze v oddilu ??. Poridime si potencidl, coz bude néjaka nezdpornd funkce, ktera
popisuje stav vypoctu. Pro kazdou operaci pak stanovime, jaky vliv mé& na hodnotu
potencialu. Z toho odvodime, Ze operaci, které potencial snizuji, nemiize byt vyrazné
vice nez téch, které ho zvysuji. Jinak by totiz potencial musel nékdy béhem vypoctu
klesnout pod nulu.

Neékdy byva potencial primocara funkce, ale v nasledujicim lemmatu bude tro-

vvvvv

cené pfevedeni), pfispivaly nanejvys$ malymi kladnymi ¢éisly, a nenasycend prevedeni
potencial vzdy snizovala.

Lemma N (nenasycena pievedeni): Pocet viech nenasycenych pievedeni je O(n?m).
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Diikaz: Uvazujme nasledujici potencial:

o= > hv)

VF#Z,8
F2(0)>0

Kazdy vrchol s kladnym piebytkem tedy pfispiva svou vyskou. Sledujme, jak se tento
potencial béhem vypoctu vyviji:

® Na pocatku je ® = 0.

e Béhem celého algoritmu je ® > 0, nebof potenciél je souc¢tem neza-
pornych clend.

e Zvednuti vrcholu zvysi ® o jednic¢ku. (Aby byl vrchol zvednut, musel
mit kladny prebytek, takze vrchol do sumy jiz pfispival. Ted jen
prispéje ¢islem o 1 vyssim.) Jiz vime, ze za cely pribéh algoritmu
nastane maximalné 2n2 zvednuti, prodez zvedanim vrchold zvysime
potencial dohromady nejvyse o 2n2.

® Nasycené prevedeni zvysi ® nejvyse o 2n: Pokud vrchol v mél pa-
vodné nulovy pfebytek, bude mit ted kladny a do sumy zacne pii-
spivat; tim se suma zvysi o h(v) < 2n. Vrchol u jiz pfispival a budto
bude ptispivat nadéle, nebo se suma snizi. Podle lemmatu S nasta-
ne nejvyse nm nasycenych prevedeni a ta celkové potencial zvysi
maximalné o 2n%m.

e Konec¢né kdyz prevadime po hrané uv nenasycené, tak od potenci-
alu urcité odedteme vysku vrcholu u (nebot se vynuluje piebytek
ve vrcholu u) a mozné pfi¢teme vysku vrcholu v (nevime, zda ten-
to vrchol pfedtim mél piebytek). Jenze h(v) = h(u) — 1, a proto
nenasycené prevedeni potencidl vzdy snizi alespon o jedna.

Potenciél celkové stoupne o nejvyse 2n? + 2n%m = O(n?*m) a klesa pouze pii nena-
sycenych pfevedenich, pokazdé alespon o 1. Proto je vSech nenasycenych prevedeni
O(n*m). O
Implementace

Zbyva vytesit, jak sit a vysky reprezentovat, abychom dokéazali rychle hledat
vrcholy s pfebytkem a nenasycené hrany vedouci s kopce.

Budeme si pamatovat seznam P vSech vrcholt s kladnym prebytkem. Kdyz
ménime prebytek néjakého vrcholu, mtizeme tento seznam v konstantnim case aktu-
alizovat — budto vrchol do seznamu pfidat, nebo ho naopak odebrat. (K tomu se hodi,

aby si vrcholy pamatovaly ukazatel na svou polohu v seznamu P). V konstantnim
Case také umime odpovédét, zda existuje néjaky vrchol s prebytkem.

Déle si pro kazdy vrchol u budeme udrzovat seznam L(u). Ten bude uchovévat
vSechny nenasycené hrany, které vedou z u doli (maji spad alespon 1). Opét pii
zménach rezerv mizeme tyto seznamy v konstantnim case upravit.

Jednotlivé operace budou mit tyto slozitosti:
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e Inicializace algoritmu — trivialné O(m).

e Vybér vrcholu s kladnym prebytkem a nalezeni nenasycené hrany
vedouci doltt — O(1) (staci se podivat na pocatky pfislusngch sezna-
mi).

® Pievedent prebytku po hrané uv — zmény rezerv r(uv) a r(vu) zplso-
bi piepoéitani seznamit L(u) a L(v), zmény piebytki f2(u) a f2(v)
mohou zpisobit zménu v seznamu P. Ve v ¢ase O(1).

® Zvednuti vrcholu uw muze zpusobit, ze néjakd hrana s kladnou re-
zervou, kterd puvodné vedla po roviné, zacne vést z u doli. Nebo
se naopak mize stat, Ze hrana, kterd ptivodné vedla s kopce do u,
najednou vede po roviné. Musime proto obejit vSechny hrany do u
a z u, kterych je nejvyse 2n, porovnat vysky a pripadné tyto hra-
ny uv odebrat ze seznamu L(v), resp. piidat do L(u). To trva O(n).

Vidime, Ze zvednuti je sice drahé, ale zase je jich pomérné méalo. Naopak pte-
vadéni prebytku je Casta operace, takze je vyhodné, Ze trva konstantni cas.
Véta: Goldbergiiv algoritmus najde maximalni tok v ¢ase O(n?m).
Drikaz: Inicializace algoritmu trva O(m). Pak algoritmus provede nejvyse 2n? zved-
nuti (viz lemma Z), nejvyse nm nasycenych pievedeni (lemma S) a nejvyse n’m
nenasycenych pievedeni (lemma N). Vynésobenim slozitostmi jednotlivych operaci
dostaneme ¢as O(n? + nm + n?m) = O(n?*m). Jakmile se algoritmus zastavi, podle
lemmatu K vyd4 maximalni tok. O

Cviceni
1. Rozeberte chovani Goldbergova algoritmu na sitich s jednotkovymi kapacitami.
Bude rychlejsi nez ostatni algoritmy?

2. Co by se stalo, kdybychom v inicializaci algoritmu umistili zdroj do vysky n—1,
n — 2, anebo n — 37

1.6.* Vylepseni Goldbergova algoritmu

Zakladni verze Goldbergova algoritmu dosahla stejné slozitosti jako Dinictiv al-
goritmus. Nyni ukdzeme, ze drobnou tpravou lze Goldbergiv algoritmus jesté zrych-
lit. Postaci ze vSech vrcholi s prebytkem pokazdé vybirat ten nejvyssi.

Pfi rozboru ¢asové slozitosti ptiivodniho algoritmu hral nejvyznamnéjsi roli ¢len
O(n?m) za nenasycend pievedeni. UkdZeme, Ze ve vylepSeném algoritmu jich nastane
rfadové méne.

Lemma N’: Goldbergtiv algoritmus s volbou nejvyssiho vrcholu provede O(n?) ne-
nasycenych prevedeni.

Diikaz: Dokazovat budeme opét pomoci potencidlové metody. Vrcholy rozdélime

N2

do hladin podle vysky. Specidlné nas bude zajimat nejoyssi hladina s prebytkem:
H :=max{h(v) |v # 2,5 A f2(v) > 0}.
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Rozdélime béh algoritmu na fdze. Kazd4 faze konéi tim, Ze se H zméni. Budto se H
zvysi, coz znamend, ze néjaky vrchol s prebytkem v nejvyssi hladiné byl o 1 zvednut,
anebo se H snizi. Uz vime, Ze v pritbshu vypoctu nastane O(n?) zvednuti, coz shora
omezuje pocet zvyseni H. Zaroven si mizeme uvédomit, ze H je nezaporny potencial
a snizuje se i zvySuje presné o 1. Pocet snizeni bude proto omezen poctem zvySeni.
Tim paddem nastane vieho viudy O(n?) fazi.

Béhem jedné faze pritom provedeme nejvyse jedno nenasycené prevedeni z kaz-
dého vrcholu. Po kazdém nenasyceném pievedeni po hrané uv se totiz vynuluje
prebytek v u a aby se provedlo dalsi nenasycené pfevedeni z vrcholu u, muselo by
nejdiive byt co prevadét. Muselo by tedy do u néco pfitéci. My ale vime, Ze pre-
vadime pouze shora dold a u je v nejvysSsi hladiné (to zajisti pravé ono vylepSeni
algoritmu), tedy nejdiive by musel byt néjaky jiny vrchol zvednut. Tim by se ale
zménilo H a skoncila by tato faze.

Proto pocet vSech nenasycenych prevedeni béhem jedné faze je nejvyse n. A jiz
jsme dokazali, ze fazi je O(n?). Tedy pocet viech nenasycenych pievedeni je O(n?). O

vevs

mentem lze dokazat té€snéjsi odhad, ktery se hodi zvlasté u fidkych grafi.
Lemma N”: Pocet nenasycenjch prevedeni je O(n2y/m).
Diikaz: Zavedeme faze stejné jako v dikazu predchozi verze lemmatu a rozdélime
je na dva druhy. Pro kazdy druh pak odhadneme celkovy pocet pfevedeni jinym
zpusobem.

Necht k je néjaké kladné ¢islo, jehoz hodnotu uréime pozdéji. Laciné nazveme
ty faze, béhem nichz se provede nejvyse k nenasycenych prevedeni. Drahé faze budou
vSechny ostatni.

Nejprve rozebereme chovani lacinych fazi. Jejich pocet shora odhadneme po-
¢tem vsech fazi, tedy O(n?). Nenasycenych prevedeni se béhem jedné laciné faze
provede nejvice k, za viechny laciné faze dohromady to ¢ini O(n?k).

Pro pocet nenasycenych pievedeni v drahych fazich zavedeme novy potencial:

U= Z p(v),
v#£2,8
F2 ()#0
kde p(v) je pocet vrcholt u, které nejsou vySe nez v. Jelikoz p(v) je nezédporné
a nikdy nepresdhne pocet vSech vrcholi, potencidl ¥ bude také vzdy nezaporny
a nepfekro¢i n?. Rozmysleme si, jak bude potencial ovliviiovan operacemi algoritmu:

o Inicializace: Po¢atedni potenciél je nejvyse n2.

o Zvednuti vrcholu v: Hodnota p(v) se zvysi nejvySe o n a vSechna
ostatni p(w) se budto nezméni, nebo klesnou o 1. Bez ohledu na
prebytky vrcholu se tedy potencil zvysi nejvyse o n.

® Nasycené prevedeni po hrané uv: Hodnoty p(...) se nezméni, ale
méni se prebytky — vrcholu u se snizuje, vrcholu v zvysuje. Z poten-
cidlu proto muZe zmizet ¢len p(u) a naopak pfibyt p(v). Potencidl ¥
tedy vzroste nejvyse o n.
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e Nenasycené prevedeni po hrané uv: Hodnoty p(...) se opét neméni.
Piebytek v u se vynuluje, coz snizi ¥ o p(u). Pfebytek v se naopak
zvysi, takze pokud byl pfedtim nulovy, ¥ se zvysi o p(v). Celkové
tedy ¥ klesne alespoii o p(u) — p(v).

Ted vyuzijeme toho, Ze pokud pievadime po hrané uv, mé tato hra-
na spad 1. Vyraz p(u) — p(v) tedy udava pocéet vrchold na hladiné
h(u), coz je nejvyssi hladina s pfebytkem. Z piedchoziho ditkazu
vime, Ze téchto vrcholi je alespon tolik, kolik je nenasycenych pte-
vedeni béhem dané faze.

Z toho plyne, Ze nenasycené prevedeni provedené béhem drahé faze
snizi potencial alespon o k. Pfevedeni v lacinych fazich ho nesnizuje
tak vyrazné, ale dtilezité je, ze ho urcité nezvysi.

Potencial ¥ se tedy muize zvétsit pouze pri operacich inicializace, zvednuti a na-
syceného prevedeni. Inicializace ptispéje n2. Viech zvednuti se provede celkem O(n?)
a kazdé zvysi potencial nejvyse o n. Nasycenych pfevedeni se provede celkem O(nm)
a kazdé zvysi potencial taktéz nejvyse o n. Celkem se tedy ¥ zvysi nejvyse o:

n?+n-0n?) +n-O(mm) = O0(n*+n’m).

Ted vyuzijeme toho, Ze ¥ je neziporny potencial, tedy kdyz ho kazdé nena-
sycené prevedeni v drahé fazi snizi ¥ alespon o k, muze takovych prevedeni nastat
nejvyse O(n3/k+n?*m/k). To nyni se¢teme s odhadem pro laciné fize a dostaneme,
ze vSech nenasycenych prevedeni probéhne

3 2 2
5 n n’mY 5 n*m
O(nk+k+ k)—@(nk—i-k)

(vyuzili jsme toho, Ze v grafech bez izolovanych vrcholt je n = O(m), a tedy n® =
O(n?*m)).

Tento odhad ovSem plati pro libovolnou volbu k. Proto zvolime takové k, aby
byl co nejnizsi. Jelikoz prvni ¢len s rostoucim k roste a druhy klesa, asymptotické
minimum nastane tam, kde se tyto ¢leny vyrovnaji, tedy kdyz n%k = n?m/k.

Nastavime tedy k& = \/m a ziskdme kyzeny odhad O(n2\/m). O
Cviceni
1. Navrhnéte implementaci vylepseného Goldbergova algoritmu se zvedanim nej-
vyssiho vrcholu s prebytkem. Snazte se dosdhnout ¢asové sloZitosti O(n?/m).

1.7. Dalsi cviceni
1. Swisti: Na louce je n svistlh a m dér v zemi (oboji je zaddno jako body v roviné

nebo radéji body v nep#ilis velké celo¢iselné miizce). Kdyz se objevi orel, zvladne
svist ub&hnout pouze d metri, nez bude uloven. Kolik maximalné svisti se mtze
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zachranit utékem do diry, kdyZ jedna dira pojme nejvyse jednoho svisté? A co
kdyZ pojme k svista?

Parlamentni kluby: V parlamentu s n poslanci je m rtznych klubt. Jeden posla-
nec muze byt ¢lenem mnoha riznych klubt. Kazdy klub nyni potfebuje zvolit
svého pfedsedu a tajemnika tak, aby vSichni pfedsedové a tajemnici byli navza-
jem rtzné osoby (tedy aby nikdo ,nesedél na vice kieslech®). Navrhnéte algo-
ritmus, ktery zvoli vSechny pfedsedy a tajemniky, piipadné ozndmi, ze feSeni
neexistuje. Mimochodem, za jakych podminek je existence feSeni garantovana?
Dopravni problém: Uvazujme tovarny 17, ...,7T, a obchody Oy, ...,O4. VSichni
vyrabéji a prodavaji tentyz druh zbozi. Tovarna T; ho denné vyprodukuje ¢; ku-
sti, obchod O; denné spotiebuje o; kust. Navic zndme bipartitni graf urcujici,
ktera tovarna mize dodavat zbozi kterému obchodu. Najdéte efektivni algorit-
mus, ktery zjisti, zda je pozadavky obchod@ mozné splnit, aniz by se piekrocily
vyrobni kapacity tovaren, a pokud je to mozné, vypise, ze které tovarny se mé
prepravit kolik zbozi do kterého obchodu.

Prichod sachovnici: Je dana Sachovnice n x n, kde néktera policka jsou nepii-
stupna. Cely dolni fadek je obsazen figurkami, které se mohou hybat o jedno
pole dopfedu, sikmo vlevo dopfedu, ¢i sikmo vpravo dopfedu. V jednom tahu
se vSechny figurky nardz pohnou (mohou i zlstat stdt na misté), na jednom
policku se vSak musi vyskytovat nejvySe jedna figurka. Ocitne-li se figurka na
nékterém policku horniho fadku Sachovnice, zmizi. Navrhnéte algoritmus, ktery
najde minimalni pocet tahu takovy, Ze z Sachovnice dokazeme odstranit vsechny
figurky, pfipadné oznami, ze Teseni neexistuje.

Minimdlni izolace: Je dan nepiili§ velky celoéiselny kvadr (dejme tomu s obje-
mem nejvyse 20 000) a v ném k nebezpeénych jednotkovych kosti¢ek. Navrhnéte
algoritmus, ktery najde podmnozinu M kosticek kvadru takovou, ze kazda ne-
bezpecéna kosticka lezi v M a zarovenn M ma minimalni mozny povrch (povrch
méfime jako pocet takovych stén kosticek z M, které nesousedi s jinou kostickou
z M).

Doly a tovdrny: Uvazujeme o vybudovani dolt D, ..., D, a tovaren T1,...,T,.
Vybudovani dolu D; stoji cenu d; a od té doby dil zadarmo produkuje neo-
mezené mnozstvi i-té suroviny. Tovarna T} potiebuje ke své ¢innosti zadanou
mnozinu surovin a pokud jsou v provozu vSechny doly produkujici tyto suroviny,
vydélame na tovarné zisk ¢;. Vymyslete algoritmus, jenZ pro zadané ceny dold,
zisky tovaren a bipartitni graf zavislosti tovaren na surovinach stanovi, které
doly postavit, abychom vydélali co nejvice.

Permanent matice n X n je definovany podobné jako determinant, jen bez al-
ternace znamének. Nahlédnéte, ze na permanent se d& divat jako na soucet pres
vSechna rozestaveni n neohrozujicich se vézi na policka matice, pficemz s¢itame
souciny policek pod vézemi. Jakou vlastnost bipartitniho grafu vyjadiuje per-
manent bipartitni matice sousednosti? (A;; = 1, pokud vede hrana mezi i-tym
vrcholem nalevo a j-tym napravo.) Radost ndm kazi pouze to, Ze na rozdil od
determinantii neumime permanenty pocitat v polynomialnim case.
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